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Résumé

Ce mémoire est la synthese de travaux effectués apres ma these. Comme son titre
I'indique, il comporte deux parties. Bien qu’indépendantes, elles ont comme point commun
de répondre a des questions liées a la non compacité en géométrie noncommutative.

La premiere partie porte sur les applications de la quantification équivariante aux al-
gebres d’opérateurs et repose sur des travaux en collaboration principalement avec Pierre
Bieliavsky. Se donnant une quantification G-équivariante sur un groupe localement com-
pact G, il y a sous certaines conditions analytiques un moyen pour obtenir une théorie
des déformations des C*-algebres munies d’une action de GG. Cette construction généralise
celle associée a la quantification de Weyl pour les actions de R?* développée par Rieffel. A
une telle quantification est aussi associée un candidat pour un 2-cocycle unitaire dual sur
G. En utilisant les travaux récents de De Commer, on peut déformer le groupe G en un
groupe quantique localement compact. Apres en avoir exposé les grandes lignes, nous ver-
rons comment réaliser ce programme pour les groupes Kéahlériens de courbure négative.
Cette construction repose sur une généralisation du calcul pseudo-différentiel de Fuchs
introduit par Unterberger. L’avancée majeure est d’avoir obtenu une généralisation non
Abélienne de la théorie de Rieffel. Notre construction a aussi permis a Tuset et Neshveyev
de construire le premier exemple non trivial d’'un 2-cocycle unitaire dual sur un groupe
de Lie non Abélien et non compact. Nous verrons finalement une autre extension de la
théorie de Rieffel, cette fois-ci dans un cas non Lie, a savoir pour 'action d’un espace
vectoriel sur un corps local non Archimédien. Les articles présentés pour I'habilitation et
qui concernent cette partie sont [8,9,[39,41].

La deuxieme partie porte sur la géométrie des espaces noncommutatifs semi-finis et
localement compacts. Elle repose sur des travaux en collaboration principalement avec
Alan Carey, Adam Rennie et Fedor Sukochev. Le premier chapitre concerne la théorie de
Iintégration pour les triplets spectraux semi-finis et sans unité. L’objectif principal est
de relier les traces de Dixmier aux fonctions ( et aux semi-groupes de la chaleur d’opéra-
teurs de type Dirac qui ne sont pas a résolvante 7-compacte mais seulement a résolvante
localisée T-compacte. Dans le cas (p, 0o)-sommable, c’est-a-dire dans le cas des traces de
Dixmier associées a la divergence logarithmique, nous obtenons une réponse completement
satisfaisante. Dans le cas des traces de Dixmier associées a une divergence quelconque,
nous obtenons une réponse restreinte au cas compact mais qui exhibe une relation tres
forte entre les espaces de Marcinkiewicz d’opérateurs et une théorie d’extrapolation des
espaces LP noncommutatifs. Comme application nous montrons que la trace de Dixmier
d’un opérateur pseudo-différentiel d’Hormander-Weyl sur R™ coincide avec l'intégrale de
Dixmier de son symbole. Le deuxiéme chapitre concerne la théorie de I'indice (au sens de
Brauer-Fredholm) pour les triplets spectraux semi-finis et sans unité. Apres avoir associé
a tout triplet spectral semi-fini et sans unité un probleme de 'indice numérique, nous
obtenons une formule locale de I'indice du type Connes-Moscovici. C’est le résultat prin-
cipal de ce chapitre. Une des applications de cette formule locale est un théoreme du type
Atiyah-Singer pour les variétés Riemanniennes a géométrie bornée. Cette formule nous
permet aussi de retrouver le théoreme de I'indice de Philipps-Raeburn dans le cas d’une
action de la droite réelle sur une C*-algebre munie d’une trace invariante. Les articles
présentés pour I’habilitation et qui concernent cette partie sont [16-18}43]44].
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Chapitre 1

Introduction

Dans sa formulation dans le langage des algebres d’opérateurs, la quantification équiva-
riante possede des connections naturelles avec la théorie des déformations des C*-algebres
et avec celle des groupes quantiques localement compacts. Les premieres relations entre
quantifications, déformations et groupes quantiques ont été établies par Rieffel dans [80]
et [82]. Plus précisément, Rieffel montra dans [80] qu’a partir de la formule de composition
des symboles dans le calcul pseudo-différentiel de Weyl :

f1 * f2 ;:/ G%W(m’m) Tzl(fl)Txg(f2)d$1 dzy, 0 € R* ) flan € S(R%)7

R2n xR2n

(w est la forme symplectique standard de R?" = T*R" et 7 est I’action réguliére) on peut
munir l'algebre de Fréchet A* des vecteurs lisses d’'une C*-algebre A pour une action
continue o de R?*", d’une nouvelle loi associative :

axy b= /RR e 7<) o (a) o, (b) dwy dzg, 6 ER*,  a,b € A™. (1.0.1)

L’algebre de Fréchet déformée (A™, ) s’injecte naturellement dans une C*-algebre, don-
nant in fine une théorie des déformations pour les C*-algébres munies d’une action de
R?". Concernant la relation entre quantification et groupes quantiques, Rieffel montra
dans [82] que sa construction appliquée a la C*-algebre commutative Cy(G) d'un groupe
topologique localement compact G possédant un sous-groupe fermé isomorphe a R?? et
a l'action p ® A de R* x R?? produit naturellement une classe d’exemples de groupes
quantiques localement compacts dans le cadre des C*-algebres.

Il existe une autre approche a la quantification, due a Landstad et Raeburn [60-63],
elle aussi tres directement liée aux groupes quantiques. Au niveau conceptuel, leur point
de départ est que C*(G,w), la C*-algebre (réduite) d’'un groupe G twistée par un 2-
cocycle unitaire w, devrait étre considérée comme la quantification du groupe dual virtuel.
Cette approche a la quantification a été développée par la suite par Kasprzak [55] qui a
construit une théorie des déformations pour les C*-algebres munies d'une action continue
d’un groupe Abélien localement compact quelconque, & partir d’un 2-cocycle unitaire sur
le groupe dual. Un peu plus tard, Bhowmick, Neshveyev et Sangha [6] ont observé que
la construction de Kasprzak restait valable pour les actions de groupes non Abélien a
la condition que le 2-cocycle unitaire soit choisi dans le groupe quantique dual, c’est-a-
dire dans 'algebre de von Neumann du groupe. Un point important ici est que lorsque
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le groupe est non Abélien les symétries de la C*-algebre sont aussi déformées : ce n’est
plus le groupe qui agit sur la déformation mais une version quantique de celui-ci. Tout
ceci suggere que les groupes quantiques sont naturellement présents dans le contexte des
quantifications équivariantes et dans celui des théories des déformations des C*-algebres
qui leur sont associées.

Plus récemment, Neshveyev et Tuset ont donné une formidable clarification du role
que jouent les groupes quantiques dans les déformations [70] en construisant ce que I'on
peut considérer comme la théorie la plus générale possible dans ce context : celle des
déformations des C*-algebres munies de 'action d’un groupe quantique (au sens des al-
gebres de von Neumann [58,59]) et d'un 2-cocycle unitaire dual sur ce dernier. Leur
approche généralise toutes celles mentionnées plus haut et leur point de départ repose sur
les travaux De Commer [30]. Ces derniers montrent que se donnant un groupe quantique
localement compact (G, A) ainsi qu'un 2-cocycle unitaire dual, c¢’est-a-dire un unitaire F
de L®(G)RL>(G) (avec (G, A) le groupe quantique dual, qui satisfait a la relation de
cocyclicité :

(FR1)(A@Id)(F) =1 F)Ide A)(F),

alors (G, FA(.)F*) peut lui aussi étre muni d’une structure de groupe quantique locale-
ment compact. Le groupe quantique dual, noté (Gg, A), est alors vu comme une défor-
mation de (G, A).

Cependant, déja lorsque G = G est un groupe ordinaire non Abélien, la construction
d’un 2-cocycle dual unitaire non trivial est une question extrémement difficile. Dans [70],
le seul exemple donné est celui naturellement attaché a la quantification équivariante
sur tout groupe Kahlérien de courbure sectionnelle négative que nous avons construit
dans [8]. Le programme que nous sommes en train de développer consiste a construire des
quantifications équivariantes non formelles sur des groupes localement compacts (le cas
des groupes compacts n’a aucun intérét ici) afin d’obtenir des théories des déformations de
C*-algebres ainsi que des exemples explicites de groupes quantiques localement compacts
via la construction d'un 2-cocycle unitaire dual.

Mes contributions a la théorie des déformations des C*-algebres et aux groupes quan-
tiques localement compacts du point de vue de la quantification équivariante sont is-
sues de collaborations récentes avec Pierre Bieliavsky, José Gracia-Bondia et Joseph Va-
rilly [8,9,139,41].

Au chapitre [2| nous présentons les grandes lignes du programme mentionné plus haut.
Nous ne cherchons pas ici a formuler des résultats généraux car d’une part la listes des
hypothéses nécessaires serait considérablement longue et d’autre part ce que nous cher-
chons précisément a faire c’est a construire des exemples concrets. Concernant les groupes
quantiques localement compacts, cette motivation nous semble largement suffisante, étant
donné le trés petit nombre d’exemples connus. La stratégie globale est la suivante : A une
quantification G-équivariante et non formelle sur un groupe localement compact G, on
attache un noyau distributionnel sur G x G. Celui-ci donne un candidat naturel pour
une théorie des déformations pour les C*-algebres munies d'une action continue de G et
aussi un candidat pour un 2-cocycle unitaire dual sur G. Du point de vue technique, nos
méthodes reposent essentiellement sur la construction d’intégrales oscillantes a partir de
la phase du noyau a deux points ainsi que sur 'obtention d’inégalités de type Calderdn-
Vaillancourt.



Le chapitre [3] traite le cas des groupes Kéhlériens de courbure négative et consti-
tue principalement une synthese des résultats obtenus en collaboration avec Pierre Bie-
liavsky [§]. Depuis les travaux de Pyatetskii-Shapiro [77], on sait que tout groupe de Lie
Kahlérien de courbure sectionnelle négative se décompose en produits semi-directs de blocs
élémentaires isomorphes & la composante d’ITwasawa AN du groupe SU(1,n) = ANK.
Depuis les travaux de Bieliavsky [7,[10], on sait aussi construire une quantification non
formelle sur tout groupe Kahlérien de courbure négative mais dans un cadre analytique
relativement éloigné de celui des algebres d’opérateurs. La premieére partie de ce cha-
pitre consiste précisément a réinterpréter cette quantification dans le cadre des algebres
d’opérateurs. Le point de départ de notre construction est une généralisation du calcul
pseudo-différentiel de Fuchs, initialement développé par Unterberger [89] dans le cas de
plus basse dimension, c’est-a-dire dans le cas du groupe affine de la droite réelle. Cette
quantification repose sur la structure d’espace symplectique symétrique polarisé que pos-
sede chaque bloc élémentaire. Le noyau a deux points reflete cette structure : sa phase au
point (g,h) € G x G est donnée par 'aire symplectique du triangle géodésique dont les
points milieux sont (e, g,h) € G* et son amplitude est donnée par la racine du Jacobien
de T'application triangle médian associée. Apres avoir identifié une “structure tempérée”
sur ces groupes, nous construisons une intégrale oscillante sur des espaces de fonctions
régulieres au comportement contrdlé a 'infini. De cette construction résulte une théorie
des déformations pour les C*-algébres munies d’une action continue d’un groupe de Lie
Kahlérien de courbure sectionnelle négative.

Au chapitre ] nous généralisons la construction de Rieffel dans un cadre Abélien mais
non Lie. Ce chapitre constitue principalement une synthéese des résultats obtenus avec mon
étudiant en these David Jondreville dans [41]. Les groupes que nous considérons sont de
la forme G = k*?, avec k un corps local non Archimédien de caractéristique différente
de 2. Ces groupes étant Abélien, cette situation est en quelque sorte déja couverte par
la construction de Kasprzak. Cela dit, notre construction est importante pour tester le
réalisme de notre programme au dela des groupes de Lie. Un de nos résultats est d’ailleurs
I’équivalence entre ces deux constructions.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2
Généralités

2.1 Quantification équivariante

Commencons par définir ce que nous entendons par quantification équivariante non
formelle dans son contexte naturel qui est celui de la géométrie symplectique. Pour cela,
considérons (M, w) une variété symplectique, G un sous-groupe de Lie du groupe des sym-
plectomorphismes de M et (m,H,) une représentation unitaire irréductible et projective

de G.

Définition 2.1.1. Une quantification non perturbative et G-équivariante de M est une
application linéaire continue

Q:C*(M) — B(Hx),

satisfaisant a la propriété de covariance :

w(9) Q) 7(9) = Qf*), = |reM fg7w),

Remarque 2.1.2. Cette définition se veut étre la plus générale possible, en particulier
on ne demande aucune condition sur I'existence d’une limite semi-classique. D’ailleurs, le
seul parametre de déformation présent ici est la représentation 7 elle-méme.

Il existe un paradigme de quantifications équivariantes, celui de la quantification de
Moyal-Stratonowich. Cette quantification est associée a une famille d’opérateurs auto-
adjoints sur H., {Q(x)}.en, satisfaisant a la propriété de covariance w(g) Q(z) w(g)* =
Q(g.7) et est donnée par :

f) = [ (@) ) dula),

ol dyu est la mesure de Liouville sur M. Notons que la plupart des quantifications connues
sont de cette forme : la quantification de Weyl, celle de Berezin, les quantifications par
états Cohérents, les calculs de Fuchs et de Bessel d’Unterberger, la quantification Baker-
Campbell-Hausdorff des groupes de Lie exponentiels...

Pour relier la quantification aux déformations et aux groupes quantiques, il faut plus
d’hypotheéses. Supposons qu'il existe G, un sous-groupe de G, qui agisse simplement tran-
sitivement sur M. Sous l'identification G ~ M, G devient un groupe de Lie muni d'une
structure symplectique invariante par translations a gauche, la mesure de Liouville du
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devient une mesure de Haar a gauche sur G et les quantificateurs Q(z), x € M, prennent
une forme extrémement simple :

Qg) =7(g9)Qe)7m(9)", geq.

Ainsi, en posant ¥ := Q(e), on voit que toute quantification de Moyal-Stratonowich
G-équivariante a gauche sur un groupe de Lie symplectique G est associée a une repré-
sentation unitaire, irréductible et projective m de G, ainsi qu’a un opérateur auto-adjoint
Y sur H,, par la formule

Qes(f) = [ f(9) 7l9) Srl9)” (o). (2.1.1)

G

Ce qui est particulierement intéressant avec cette formule, c’est que tout rapport avec la
géométrie symplectique a disparu du paysage. On peut donc s’en servir comme un ansatz
pour construire une quantification G-équivariante sur un groupe topologique arbitraire G.

Considérons donc maintenant un groupe localement compact G (séparable et dénom-
brable a 'infini), (7, H,) une représentation unitaire irréductible et projective de G et ¥
un opérateur auto-adjoint sur H,. Dans ce cadre C2°(G) peut étre défini comme étant 1’es-
pace des fonctions tests au sens de Bruhat [15]. On peut alors construire la quantification
Qs sur G, par la formule (2.1.1]). Pour aller plus loin on fera I’hypothese supplémentaire
que la quantification Q, 5 s’étend en un opérateur unitaire de 1'espace de Hilbert L3(G)
vers ’espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H. :

Qs € U(L3(G), L2(Hy)).

Lorsque cette condition est satisfaite, on parle de quantification unitaire. La condition
d’unitarité est naturelle au sens ou elle est vérifiée dans la plupart des exemples et lors-
qu’elle ne 'est pas, il est bien souvent possible de modifier légerement 'opérateur ¥ de
telle sorte qu’elle le devienne : la plupart des quantifications sont unitarisables. Cepen-
dant, il y a un prix a payer dans le processus d’unitarisation : le nouvel opérateur X
est toujours auto-adjoint mais est seulement densément défini. Pour plus de clarté, nous
allons ignorer cette subtilité dans cette discussion générale, mais nous y reviendrons dans
les exemples. Notons aussi que lorsque G n’est pas fini, pour qu’'une quantification soit
unitaire il est nécessaire que H, soit de dimension infinie et donc il est nécessaire que le
groupe G soit non compact.

Pour une quantification unitaire, 'espace L3 (G) est naturellement munie d’une struc-
ture d’algebre Hilbertienne unimodulaire en posant

szt L3(G) X L3(G) = L3(G) . (fii f2) = Qs (Qes(fr) Qrs(f))-

Il est facile de voir que le produit %, 5 est associé a une distribution au sens de Bruhat
K. sur G?, par la formule

J1*xx fa(g0) = /ch Krx(90, 91, 92) f1(91) f2(g2) d(g1) d*(g2), (2.1.2)

et que cette distribution est reliée au couple (7,%) par la relation distributionnelle :

K= 5(90, 91, 92) = Try, (2 (95 g1) 279y tge) 77(92_190))-
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En particulier, le noyau K5 s est toujours calculable. Notons aussi que par invariance a
gauche, on a

Kr5(90,91,92) = Kr(95 " 91,90 ' 92),

ou K; 5, est le noyau a deux points donné par

KW,Z](gla 92) = KW,E(ea g1, 92)-

Dans les exemples, le noyau K, 5 n’est pas singulier mais au contraire est une fonction
réguliere sur G x G. Pour simplifier la discussion, nous supposerons que c’est le cas en
général. Ainsi, en notant p la représentation réguliere droite, la formule peut se
réécrire comme la relation fonctionnelle :

frsms fo= [ Kes(91,02) 0 (1) o (£2) (1) (92). (213

2.2 Applications aux déformations des C*-algebres

2.2.1 Contexte

La premiere application de la quantification équivariante aux algebres d’opérateurs
concerne la construction d’une théorie des déformations des C*-algeébres munies d’une
action de groupe.

Soit €2 5; une quantification G-équivariante et unitaire sur G et soit K, » = A; » eSm.n
le noyau a deux points associé. Se donnant A une C*-algebre et o une action continue
de G sur A, par analogie avec la formule (2.1.3), on voudrait munir A d’une nouvelle
structure de C*-algebre en modifiant sa multiplication par la relation :

axtsb= [ Kes(gi02)ap (@) a(8) g1 d(g2) . abe A

En général, les intégrales apparaissant dans cette formule ne sont pas définies. En effet,
I'application [g — ay(a)] est constante en norme et K, 5 est, dans le cas générique d'un
groupe non unimodulaire, typiquement non borné. Notre approche a la déformation repose
sur deux étapes. La premiere consiste a trouver une sous-algebre de Fréchet A,., de A,
qui soit dense et stable par «, et sur laquelle on puisse donner du sens au produit déformé
* 5. La deuxiéme étape consiste a plonger I'algebre de Fréchet déformée (Aeq, x5 57) dans
une C*-algebre ambiante B. On appellera C*-déformation de A I'adhérence de I'image de
Aseg dans B.

2.2.2 Intégrales oscillantes

Pour étre un peu plus précis concernant la premiere étape, ce que ’on cherche c’est un
couple (Ayeg, D), ol Ayeq est comme ci-dessus et D := {D, } ;¢ est une famille dénombrable
d’opérateurs sur C*°(G x @), famille indicée par le méme ensemble que celui qui indice
la famille de semi-normes {||.||;},c; définissant la topologie de A,e. En posant ensuite

a(a,b) = [(z,y) = az(a) ay(b)] € Cp(G X G, Areg),  a,b € Apeg, (2.2.1)
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et en définissant A; comme 'espace semi-normé (A, ||.||;), ce que I'on demande au couple
(Areg, D) c’est d’étre tel que :

D; (Arsa(a,b)) € LN(G x G, 4;), Va,b€ Ay, Vj€J, (2.2.2)
et, en notant D} I"adjoint formel de Dy, tel que
D} exp{iS; s} = exp{iSyx}, Vje€ J (2.2.3)

Lorsqu'un tel couple existe, il y a un moyen évident de donner du sens a x5, sur A, a
savoir par l'intégrale absolument convergente pour chaque semi-norme ||.|; :

axyb:= /GXGexp{iSmg} D, (Amz a(a, b)) : Va,b € Ayg, VjEJ

Lorsque ces conditions sont satisfaites, (Ayeq, *§) devient une algebre de Fréchet que nous
appelons la déformation de Fréchet de la C*-algebre A associée a ’action « de GG. Lorsque
G est groupe de Lie, il y a un candidat naturel pour A, a savoir A> la sous-algebre des
vecteurs lisse pour l'action « :

A® = {a €A [g—a4a)] € C'OO(G,A)}. (2.2.4)

Remarque 2.2.1. Lorsque G n’est pas un groupe de Lie, on peut toujours considérer
I'espace des vecteurs lisses au sens de Bruhat (tel qu’il a été construit par Ralf Meyer [69]).
Cet espace n’étant pas en général un espace de Fréchet, cela nous conduirait & alourdir
inutilement la théorie. Par contre, I'existence d’un théoreme de factorisation a la Dixmier-
Malliavin pour cet espace (voir [69]) en fait un outil intermédiaire fort utile (en particulier
pour traiter de questions de densité).

2.2.3 Inégalité de Calderdn-Vaillancourt

Pour plonger (A,eq, *§) dans une C*-algebre, nous utilisons des méthodes basées sur
les états cohérents et les fonctions de Wigner. Nous cherchons a représenter (Ayeg,*3)
dans A ®min B(H-) en donnant du sens a I'application

Qo /Gag(a) ® Us(g) £ Up(g)* d(9), (2.2.5)

c’est-a~dire nous cherchons a étendre la quantification Q. de L3(G) & un espace de
fonctions sur GG a valeurs dans A, contenant ’espace

o Areg) = {lg — ag(a)] : a € Ay} C Cy(G, A).

Dans le cas classique du calcul pseudo-différentiel de Weyl et lorsque A = C, I'existence
d’une telle extension est garantie par le Théoreme de Calderon-Vaillancourt, qui montre
que si un symbole est borné et possede suffisamment de dérivées bornées, alors I'opérateur
pseudo-différentiel associé est, lui aussi, borné. C’est cette approche qui a été suivie par
Rieffel dans [80] mais dans le contexte de la représentation réguliere gauche au lieu de la
représentation irréductible de Schrodinger. Dans ce cas ol le groupe est R?", la méthode
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classique pour démontrer un Théoréme de Calderon-Vaillancourt (dans les cas des repré-
sentations réguliere gauche et irréductible et pour A = C ou A quelconque), repose sur
le Lemme de Cotlar. Mais en I’absence de réseaux dans le groupe G, cette méthode ne
peut pas étre implémentée. A la place, nous utilisons une méthode développée par Un-
terberger [89] dans les années 80 qui est basée sur les états cohérents et sur les fonctions
de Wigner. Pour utiliser cette méthode, il faut que la représentation projective m soit de
carré intégrable modulo son centre. En utilisant un résultat de Duflo et Moore [35], géné-
ralisé par Aniello |2] pour les représentations projectives, et en appelant d, I'opérateur de
dimension formelle de la représentation m, pour tout vecteur non nul 7 dans le domaine
de dZ'/2, on a une résolution faible de I'identité sur H, :

[ Im(ginin(g)n] (g) = lld/2n]/* e,

Se donnant maintenant ¢,y € H,, on définit la fonction de Wigner comme 1’élément de
L3(G) donné par le symbole de l'opérateur de rang 1 [)(¢| := [p — (¢, )] :

Wyo = Qs (l0)(0]).

On montre facilement que les fonctions de Wigner sont reliées aux quantificateurs Q2 (g),
g € G par la relation suivante :

Wqus(g) = <¢7 Qﬂ,2<g)w>7

en tout cas lorsque 1 appartient au domaine commun des 2, »(g). Les fonctions de Wigner
qui nous intéressent ici sont celles associées a une paire d’états cohérents (m(g)n, 7(g")n),
9,9 € G, avec n € Dom(d-'/?) :

™

Wy g(9) = (n(g")n, Qrx(9) 7(g")n)-

L’idée est de définir tout d’abord Q,x(F), pour F' : G — A suffisamment réguliere
(notion que I'on précisera dans les exemples), au sens faible sur la famille d’états cohérents
{m(9)n}seq, par la formule

(m(g")n, Qs (F) 7(g")) = /GF(Q) Wy gr(9) d*(g) =: Wy g (F) € A,
puis, en utilisant deux fois la résolution de l'identité, de définir 2, »(F) comme la forme
quadratique sur H,®@H (avec H I'espace de Hilbert d’une représentation fidele A), donnée
pour ¥, ® € H, ® H, par :

Q,.5(F)[v, @] = /

@ (g e, Wy g (P, (g V) ), 4 (9) A (9",

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur H, ® H, on voit qu’'une condition suffisante
pour que cette forme quadratique soit bornée est que

sup | [[Wyr g (F)|lad*(¢") < o0,
g'eG /G
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et c’est cette inégalité que nous allons démontrer dans les exemples a venir. En tout cas,
lorsque cette inégalité est satisfaite, et lorsque I'application

a: A= GG A), ar g aya)],

envoie A, dans les fonctions suffisamment réguliéres (au sens précédent), alors 'appli-
cation

Arg 7 Ry, a|la|zs = Hﬂmz (a(aDHB(HW@H)’

définit une pré-C*-norme sur 'algebre de Fréchet déformée (Ayeg, *x,5). Sa C*-complétion
forme ce que 'on appelle la C*-déformation de A pour l'action «.

2.3 Applications aux groupes quantiques

La deuxieme application de la quantification équivariante aux algebres d’opérateurs
concerne la construction de groupes quantiques localement compacts.

La notion de groupe quantique localement compact a laquelle nous faisons référence
est celle de Kustermans et Vaes [58[59], dans le cadre mesurable des algebres de von
Neumann. Rappelons que dans ce cadre-la, un groupe quantique G consiste en la donnée
d’un quadruplet (M, A, @y, ®,), o N est une algebre de von Neumann, A : N — N @N
un coproduit et @y, ®, sont des poids normaux, semi-finis et fidéles (NSF) sur N qui sont
de plus invariants respectivement a gauche et a droite. On notera aussi G= (.//\7 , A, P As P »)
le groupe quantique Pontriyagin-dual de G.

Outre le fait que cette théorie soit mesurable et non pas topologique, cette théorie
souffre d’un autre probléme important : il n’existe qu'un tres petit nombre d’exemples.
Et c¢’est pour construire de tels exemples que la quantification équivariante peut s’avérer
tres utile.

Dans le contexte des déformations formelles, le lien entre la quantification des groupes
de Poisson-Lie et les groupes quantiques remonte aux travaux fondateurs de Drinfeld [34].
Dans celui des algebres d’opérateurs, la premiere connection entre la quantification équi-
variante et les groupes quantiques localement compacts est due a Rieffel qui montra com-
ment construire a partir du calcul pseudo-différentiel de Weyl une version C*-quantique
de tout groupe de Lie possédant un sous-groupe fermé isomorphe a R?9.

La construction d’un groupe quantique localement compacts a partir d’'une quantifi-
cation G-équivariante sur un groupe G, repose sur celle d'un 2-cocycle unitaire dual :

Définition 2.3.1. Soit G = (N, A, @), ®,) un groupe quantique localement compact. Un
2-cocycle unitaire F' sur G consiste en un élément unitaire de N @ N satisfaisant a la
relation de 2-cocyclité :

(FR1D)AQI)(F) =1 F)Id® A)(F)e NN N,

On parlera de 2-cocycle unitaire dual sur G pour un 2-cocycle unitaire sur le groupe
quantique dual G.

Se donnant un 2-cocycle unitaire dual sur G, on peut évidemment déformer le co-
produit de G tout en gardant ses propriétés de morphisme et de co-associativité, par la
formule :

Ap=N->N&N, a— FAa)F*.
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On sait aussi depuis les travaux de De Commer sur les “objets Galois” pour les groupes
quantiques localement compacts [30], qu'il existe sur G deux poids NSF &D,\, F (f>p7 F qui
sont invariants a gauche et a droite pour le co-produit déformé Ap. On notera Gp =
(ﬁ , A 2 d AFs P ».r) le groupe quantique dual déformé ainsi obtenu. En utilisant finalement
la dualité de Pontriyagin, on définit alors la déformation du groupe quantique direct par :

Gp = @F = (NFaAF’CI)A,Fa cI)p,F)-

Déja dans le cas classique d'un groupe non Abélien G, avec N' = L*(G), la construc-
tion d’un 2-cocycle unitaire dual F' € W*(G x G) n’est en rien évidente. Dans un contexte
purement algébrique cela équivaut a construire une déformation associative et équivariante
a gauche du produit ordinaire de I'algebre des fonctions sur G.

Soit €2 5, une quantification G-équivariante et unitaire sur un groupe localement com-
pact G et soit K, 5, le noyau a deux points associé. On a alors un candidat naturel pour
un 2-cocycle unitaire dual sur G :

P, = /ch Ko (9, 1) A1 @ s d(g)d ().

Evidement, rien ne garantit qu’une telle expression soit bien définie car, rappelons-le, K,
est typiquement non borné. Rien n’indique non plus quel sens donner a ces intégrales et
sur quels domaines il faut travailler. Par contre, si on parvient a montrer I'unitarité, la
2-cocyclicité est alors automatique puisqu’étant équivalente a l'associativité de x5 sur

L(G).
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Chapitre 3

Groupes Kahlériens de courbure
négative

3.1 Structures géométriques

Par groupe de Lie Kéhlérien nous entendons ici un groupe de Lie qui en tant que
variété soit muni d’une structure Kahlérienne invariante par translations a gauche.

Depuis les travaux de Pyatetskii-Shapiro |77], on sait que tout groupe de Lie Kahlérien
de courbure sectionnelle négative est de la forme

G = (( (Sd X Sd—l) X ) X Sg) X Sl, (311)

ou chaque composante élémentaire S est isomorphe au facteur AN dans la décomposition
d’Twasawa du groupe de Lie simple SU(1,n) = ANK. En particulier, tout groupe de
Lie Kéhlérien de courbure négative est non unimodulaire, résoluble et exponentiel (i.e.
I'application exponentielle exp : g — G est un difféomorphisme global). La structure
Kéhlérienne associée a chaque groupe élémentaire S vient de celle de l'espace Hermi-
tien symétrique SU(1,n)/U(n) transportée via I'isomorphisme (S-équivariant a gauche)
d'Twasawa SU(1,n)/U(n) ~ S. Rappelons aussi la structure de lalgebre de Lie s d'un
groupe élémentaire S. Soit (V, @) un espace vectoriel symplectique et soit h I'algebre de
Lie de Heisenberg associée : h est engendrée par V' et par un élément central E, sa table
est donnée par [vy,v1] = w(vy,v9) B, v1,v9 € V. L’algébre de Lie s est alors associée a
I’extension scindée :
0 —=bh—=s=ax,b—a—=0,

ot a :=RH et 'homomorphisme d’extension p, : a — Der(h) est donné par :

p(H)(v+tE) = [Hv+tE:=v+2%E, veV, teR (3.1.2)
En dimension deux, c’est-a-dire lorsque V' = {0}, le groupe S est isomorphe a la compo-
sante connexe au neutre du groupe affine de la droite réelle. Dans le systéme de coordon-
nées d’algebre de Lie :

s~adh—S, aH+v+tEw— exp{tH}exp{v+tE}. (3.1.3)

17
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la multiplication du groupe S devient :
(a,v,t).(a', v ') = (a, +ad, e v+ e+t + Le (v, v’)). (3.1.4)

Dans ce systeme de coordonnées, la mesure de Lebesgue sur s est une mesure de Haar a
gauche sur S et que la fonction modulaire vaut Ag(a, v, t) = 2"+,

Mentionnons aussi une autre décomposition canoniquement attachée a un groupe élé-
mentaire S, décomposition qui permettra le moment venu de définir une polarisation glo-
bale sur S. Soit I* @ [ une décomposition de I’espace vectoriel symplectique (V,w) en une
somme directe de deux sous-espaces Lagrangiens en dualité symplectique et considérons
les sous-groupes de S suivants :

Q :=exp{RH ¢ "}, Y :=exp{l ® RE}. (3.1.5)

Le sous-groupe Y est Abélien, normalisé par ) et S est isomorphe au produit semi-
direct @) X Y. La propriété fondamentale de la décomposition de Pyatetskii-Shapiro (3.1.1|)
d’un groupe Kéhlérien de courbure négative GG en groupes élémentaires, c’est que les
homéomorphismes d’extensions :

Rj S Hom(Gj,Aut(Sj)) , Gj = (Sd X .. ) X SjJrl, ] = 1, .. ,d— 1, (316)

prennent leurs valeurs dans Sp(V},w;) qui, dans la carte (3.1.3)), agit linéairement sur
V;. En particulier, les homéomorphismes d’extensions préservent les mesures de Haar a
gauche :

R;(g)*ds, =ds,, Yge Gy, Vji=1,...,d—1. (3.1.7)

Ainsi, que I'on choisisse de paramétrer un élément g € G = ((...Sg X ...) X Sp) X S; par
g =gd-- 9291, OUDAr § = g1g2 ... ga, g; € S;, la mesure produit dg (g1) . .. dg,(g4) est une
mesure de Haar a gauche sur G.

Nous allons munir maintenant tout groupe élémentaire S d’une structure d’espace
symétrique (dans le sens de Loos [67]) symplectique :

Définition 3.1.1. Un espace symétrique symplectique est un triplet (M, s,w) ou

(i) M est une variété conneze,

(ii) s est une application lisse
s:MxM— M,

telle que
(7i.1) Pour tout x € M, lapplication partielle

Sy M — M, y — s(x,y),

est un difféomorphisme involutif admettant x comme point fize isolé. Le difféomor-
phisme s, est appelé la symétrie au point x.

(1i.2) Pour tout couple de points (x,y) dans M, on a :

Sz O 8y O 8z = Ss,(y)-
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(7ii) w est une forme symplectique sur M qui est laissée invariante par les symétries :
ssw=w, VrelM.

A la notion d’espace symétrique symplectique est attachée celle de groupe d’automor-
phisme d’espace symétrique symplectique, Aut(M, s,w). C’est le sous-groupe des symplec-
tomorphismes ¢ qui sont covariants vis-a-vis des symétries :

POS, =S5, 0p, VreM.

Ce qui est essentiel c’est que Aut(M,s,w) est toujours un groupe de Lie et qu'il agit
transitivement sur M. Evidemment, un espace symétrique symplectique peut étre réalisé
comme un espace homogene de plusieurs fagons et en voici une particuliere. Fixons o
un point de base dans M. La symétrie au point de base donne alors naissance a un
automorphisme involutif du groupe d’automorphisme de ’espace symétrique symplectique
par la formule :

o Aut(M,s,w) — Aut(M,s,w), g+ S,0go0S,. (3.1.8)

En particulier, le groupe G(M) des transvections de M, c’est-a-dire le groupe engendré
par les produits pairs de symétries :

G(M) = gr{s, 05, | 2.y € M},

est le plus petit sous-groupe de Aut(M,s,w) qui soit a la fois stable par o et qui agisse
transitivement sur M. Soit K la composante au neutre du sous-groupe de G(M) des
éléments fixés par l'involution o. On a alors une identification d’espaces symétriques
G(M)/K ~ M, ou la structure d’espace symétrique de G(M)/K est donnée par :

sgrc(9'K) == go(9™'¢) K. (3.1.9)

Ainsi, tout espace symétrique peut étre décrit par le groupe involutif (G(M), o). Men-
tionnons finalement que pour un espace symétrique symplectique, 'action par symplec-
tomorphismes du groupe de transvection n’est pas nécessairement Hamiltonienne mais il
est toujours possible de faire une extension centrale du groupe des transvections G(M)
afin que I'action du groupe étendu devienne Hamiltonienne. Pour simplifier les notations,
nous ne distinguerons pas le groupe de transvection de son extension centrale.

Pour décrire la structure d’espace symétrique sur un groupe élémentaire S, il suffit de
décrire son groupe de transvection, 'involution qui lui est attachée ainsi qu'une injection
S — G(S). Et comme tous les groupes ici sont des groupes exponentiels, il suffit de décrire
la situation au niveau des algebres de Lie. L’algebre de lie g du groupe des transvections
G(S) est une extension unidimensionnelle de deux copies de 'algebre de Lie du groupe de
Heisenberg :

gr=ax,(hah), (3.1.10)

ou, ici aussi, a = RH et 'homomorphisme d’extension est donné par p := py & (—py) €
Der(h @& ), avec py défini dans (3.1.2). L’involution ¢ au niveau de g est quant a elle
donnée par :

o(aH,X,Y) :=(—aH,Y, X), VaeR, VX,Y eb, (3.1.11)
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et 'injection de s dans g est associée a l'isomorphisme d’algebres de Lie :
s~ax (ho {0}) Cg. (3.1.12)

Il est facile de voir que sous cette injection, le groupe S agit simplement transitivement
sur G(S)/K et que sous l'identification canonique S ~ G(S)/K, g — gK, cette action
coincide avec I'action réguliere gauche de S sur lui-méme. Il est a noter que 'action linéaire
de Sp(V, @) sur V est a la fois par automorphisme du groupe S et par automorphisme de
I’espace symétrique symplectique S. En fait, on a l'identification suivante :

Aut(S) N Aut(S, s,w) ~ Sp(V, w).

La décomposition Lagrangienne V = [*@ [ et la décomposition globale associée S ~ Q) X Y,
munissent aussi 'espace symétrique symplectique S d’une polarisation globale (c’est-a-dire
une distribution tangente et G(S)-invariante sur 7'S). Finalement, mentionnons qu’il existe
un sous-groupe B de G(S) (dont 'algebre de Lie est une algebre de polarisation) qui est
stable par I'involution o, qui contient Y et qui est tel que l'application

QOxB—GS), (q.0) gb, (3.1.13)

est un difféomorphisme global. Relativement a cette décomposition, pour g € G(S), notons
g% € Q et ¢gP € B tels que g = g9¢®. Alors, la relation

5:Q%xQ—Q, (q,d)F+Q(00f4QU)Q, (3.1.14)

définit sur () une structure d’espace symétrique (pas symplectique!) invariante & gauche
sur le groupe de Lie (). Au neutre, et relativement a la décomposition ) = exp{RH} x
exp{l*}, on a :

S Q = Q) g=an— a 'n7t, (3.1.15)

et la mesure de Haar a gauche sur () est invariante par s.. Passons finalement a la notion
d’application point-milieu :

Définition 3.1.2. Soit (M, s) un espace symétrique. Une application point-milieu sur M
est une application lisse

MxM-— M, (zr,y)— mid(z,y),

telle que pour tous x,y € M, on a :

Smid(x,y) (.Z’) =Y.

On peut montrer que lorsqu’elle existe, une application point-milieu sur un espace
symétrique est nécessairement unique. Si de plus les applications partielles s¥ : M — M,
x +— 8,(y) sont des difféomorphismes globaux de M, I'application point-milieu existe et
est donnée par :

mid(z,y) == (s*) " (y), Va,ye M.
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Notons qu’alors, on a pour tout élément ¢ € Aut(M,s) :

go(mid(m, y)) = mid(gp(x) : @(y)) , Vo€ hAut(M,s),z,y e M.

C’est en particulier le cas pour 'espace symétrique associ¢ a un groupe élémentaire S
et aussi pour celui associé a son sous-groupe (). Nous désignerons les applications point-
milieux qui leur sont associées par respectivement mids et midg. Notons de plus que
I’application triangle médian :

(I)S . 83 — SS s (371,1'2, 1‘3) —> (midg(xl, CL’Q), midg(l‘Q, xg),midg(l'g,fl)), (3116)

est un difféomorphisme global de S? qui est S-invariant par rapport a 'action diagonale
gauche :

Ps(g91, 992, 993) = Ps(91, 92, 93), V9,91, 02,93 € S.

3.2 Quantification des groupes Kahlériens

3.2.1 Cas des groupes élémentaires

Le groupe de transvection G(S) ~ QB de l'espace symplectique symétrique associé a
un groupe élémentaire S ~ () X Y, possede une famille a un parametre, € R*, de vraies
(i.e. pas projective) représentations unitaires, irréductibles et non équivalentes (Up)gper+,
sur L2(Q), qui sont données par :

Uy(qb)¢(q0) = Xe(nglq(b))so(q’lqO), qeQ, be B, pecLQ), (3.2.1)

ol (xg)ger+ est une famille de caractéres unitaires et o-invariants de B et C est la conju-
gaison de G(S) sur lui-méme. La représentation de S que I'on consideére est donnée par
la restriction de cette derniere a S, que nous continuerons a désigner par Uy. Ces re-
présentations sont toujours irréductibles mais sont non équivalentes seulement pour des
parameétres de signes différents. La représentation Uy de S sur L3(Q) est aussi de carré
intégrable. Considérons maintenant I'opérateur

2 I3(Q) = LAQ), ¢ pos., (3.2.2)

ou s, est la symétrie au neutre de @), définie en . Etant donné que la mesure de
Haar a gauche sur () est aussi invariante par s,, > n’est pas seulement involutif mais est
aussi auto-adjoint : ¥ € U, (L3(Q)). En conjuguant ¥ par la représentation Uy de G(S),
on obtient les propriétés suivantes :

Proposition 3.2.1. [§, Proposition 6.22] Soit 0 € R* fizé. L’application
G(S) %usa(Li(Q))a g U9(9)2U9<g)*7

est constante sur les classes a gauche du sous-groupe K de G(S) formé des éléments
o-invariants. L’application quotient correspondante :

Q) : G(S)/K ~S = U (I3(Q)), 9K = Qo(gK) == Uy(9) S Us(g)*,

définit une représentation unitaire de l'espace symétrique S ~ G(S)/K, dans le sens o
pour tout x,y € G(S)/K et tout g € G(S), on a :

Q(a)® =1d,  Qp(x) U(y) () = Ulsa(y) . Uslg) U(x) Us(g)” = Qlg.2). (3.2.3)
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En paramétrant un élément g € S par g = ¢b, avec ¢ € () et b € Y, on a pour
p € L3(Q) :

25(9) #(90) = Eo(do " ab) ¢ (54(%0) ) (3.2.4)

ou s est la symétrie du groupe de Lie symétrique ) donnée dans 1’équation (3.1.14)) et
Ey € C>(S,T!) est la phase définie par :

Ey(gh) == xo (Co(c(0)b")) . ¢€Q, beEY. (3.2.5)
Définition 3.2.2. Nous appellerons la fonction Eg donnée en (3.2.5)), la phase a un point.

La version intégrée de la représentation unitaire de I'espace symétrique symplectique
(S, s,w), définit le prototype d’une quantification S-équivariante sur le groupe S :

Définition 3.2.3. Soit 0 € R*. La quantification du groupe élémentaire S est donnée par
Uapplication linéaire, continue et G(S)-équivariante :

% LNS) - BLAQ). [ @)@

Remarque 3.2.4. La quantification définie plus haut généralise la quantification de Weyl
pour R?" du point de vue des symétries. Dans le cas de la dimension deux (c’est-a-dire
pour le groupe affine de la droite réelle) cette construction coincide avec le calcul de Fuchs
d’Unterberger [89].

Pour obtenir une quantification unitaire entre L3(S) et espace de Hilbert £2(L3(Q))
des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L3(Q), il est nécessaire d’introduire un parameétre
fonctionnel dans la construction :

Définition 3.2.5. En identifiant une fonction Borélienne m sur ) avec l’opérateur sur
L3(Q) de multiplication par cette fonction, on pose

Ym = mo .

Lorsque m est localement essentiellement bornée les opérateurs Uy(g) Xm Up(9)*, g €
S, sont densément définis sur le domaine C2°(Q)) et s’étendent en des opérateurs bornés si
et seulement si la fonction m est essentiellement bornée. Nous verrons que pour obtenir
une quantification unitaire nous sommes forcés de considérer une fonction m non bornée.
Par ailleurs, lorsque m € C*°(Q) et m o s, = m, l'opérateur %, devient symétrique sur
C(Q), il préserve son domaine et son carré coincide avec 'opérateur de multiplication
par |m|2. De cela, il est facile de montrer que X, est en fait essentiellement auto-adjoint.

Soit maintenant I'application ¥ : () — q, implicitement définie par

ady(g) = Adg—1 —Ad(s -1, ¢ € Q. (3.2.6)
Cette application est en fait un difféomorphisme global entre le groupe @) et son algebre
de Lie g, on pose alors :

my(q) == ‘Jacée(qfl)Jva,(q)ll/Q. (3.2.7)

En utilisant le fait que la norme Hilbert-Schmidt d’un opérateur coincide avec la norme
L? de son noyau, nous obtenons le résultat suivant :
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Proposition 3.2.6. (8, Theorem 6.43] Soit 6 € R*. L’application définie sur C°(S) a
valeurs dans les opérateurs densément définis et préservant le domaine C°(Q) :

% £ [ £(9) Unl9)ZmeUalg)" dg.

s’étend en un opérateur unitaire entre L3(S) et L2(L3(Q)).

En transportant la structure d’algebre Hilbertienne de £2(L3(Q)) sur L3(S), via €25,
nous obtenons un star-produit S-équivariant & gauche sur L3(S) :

fixo foi= Qg (Qs,mo(fl) QE,mO(f2>>' (3.2.8)

Comme expliqué précédemment, le noyau a trois points associé a ce star-produit peut étre
explicitement calculé :

K§ (91,92, 93) = |Jac¢s_1\(g1,92,g3)1/2 exp {%Area(‘bél(ghgmg?)))}a (3.2.9)

ou &g désigne I'application triangle médian (3.1.16) et, pour un triangle géodésique orienté
(x,y,z) dans S, Area(z,y, z) désigne l'aire symplectique de ce triangle. En utilisant 1'in-
variance de la fonction ®g sous l'action diagonale a gauche de S on en déduit le résultat
suivant :

Proposition 3.2.7. |8, Proposition 7.18] Pour fi, fo € C°(S), on a avec p la represen-
tation réguliere droite :

fixe fo= /ng Jace1|(e, g1, 92)"/ exp { 3 Area (3 (e, 91,92)) } pos (f1) pga (o) dgr g,

De plus, dans la carte (3.1.3)), on a :

2d
|Jacq>§1|(e,gl,gg) = (COSh ay cosh ay cosh(a; — ag)) cosh 2a; cosh 2ay cosh(2a; — 2as),

Area(([)gl(e, g1, 92)) = tysinh 2a; — t1 sinh 2as + w(vy, vo) cosh ay cosh as.

3.2.2 Cas général

Soit maintenant un groupe Kéhlérien de courbure négative quelconque G, de décom-
position de Pyatetskii-Shapiro :

G=(( (SaxSa1)x...)xS) xS (3.2.10)
On va maintenant construire une quantification unitaire et G-équivariante sur G :

QF € U(L3(G), LALZ(Qa x -+ x Q).

Pour construire cette quantification, nous devons donner plus de détails sur la quanti-
fication d'un groupe élémentaire S. Premiérement, la quantification €25 posseéde en fait
un groupe de covariance L(S) strictement plus grand que le groupe de transvection G(S)
(mais strictement plus petit que le groupe d’automorphismes Aut(S,w, s), qui par contre
est le groupe de covariance maximal du star-produit donné dans la Proposition . Ce
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groupe L(S) agit sur L3(Q) par une action qui étend celle de G(S). L(S) peut étre carac-
térisé comme le sous-groupe maximal de Aut(S, s, ws) qui préserve la polarisation associée
a la décomposition V = [ @ [*. En définissant D(S) C L(S) comme le groupe d’isotropie
au neutre de S, on obtient un autre isomorphisme d’espaces symétriques symplectiques
S ~ L(S)/D(S). Soit maintenant AN le facteur d’Iwasawa de Sp(V,w). En utilisant le
Théoreme de conjugaison de Borel, on peut montrer qu’il existe un morphisme de groupes
p: AN — D(S). Pour simplifier un peu la discussion, supposons maintenant que le groupe
G posséde seulement deux facteurs élémentaires :

G:SQ XR Sl. (3211)

En utilisant plus finement les résultats de Pyatetskii-Shapiro [77], on montre que P'action
de Sy sur S; se factorise par un sous-groupe résoluble de Sp(V1, wy). Ainsi, 'action de S,
sur S; se factorise par (AN); (le facteur d'Twasawa de Sp(Vi,w;)) et nous déduisons un
morphisme p: Sy — (AN);. En composant p avec p on obtient finalement un morphisme
de groupes :

Ce morphisme a deux propriétés importantes. Premierement, p(S;) normalise S; dans
L(S;). Deuxiémement, le morphisme d’extension R dans la décomposition de Pyatetskii-
Shapiro (3.2.11)) coincide avec 'action par conjugaison composée avec p :

Ry, (91) = p(92)g1p(g92)"", Va1 €S1,92 € Ss.

En paramétrant un élément g € G = Sy Xg S| comme g = ¢291, g; € S;, on obtient une
représentation unitaire :

Up : Sy Xr S1 — U(Li(QQ)@?Li(Ql)) ;g Uga(ge) ® U971<P(g2)91)a (3.2.13)

ot Uy ; est la représentation de L(S;) sur L3(Q,) étendant (3.2.1). Avec my; la fonction
(3.2.7) sur Q; (S; = Q; x Y;) et avec X, , I'opérateur considéré a la Proposition m,

on définit les opérateurs suivants sur L3(Qq X Q1) :

Qg(g) = U9(g) © g2 © (Emo,l ® E1f110,2) © U9(9>* , g€ G.

Cette construction élémentaire par produits tensoriels, nous permet de reproduire dans le
cas de G les résultats obtenus précédemment pour S :

Théoréme 3.2.8. [8, Proposition 6.60 & Theorem 6.63] Soit G = Sy Xgr S;.
(i) En paramétrant un élément g € G par g = g1g2, g; € Sj, on a :

QF (9) = U (g2) ® ' (91),

ainsi, en posant g; = q;b; € Sj q; € Qj, b; € Y, on obtient pour p € C°(Q2x Q1) :
QF (9)¢ (G2, 1) = mo2(gy G2)mo, (g7 1) E™ (G5 q2b2) E¥ (a1 ' 1b1) 9 (s2,, G2 51, @1)

ouES, j =1,2, est la phase & un point sur S;, donnée dans ([3.2.5)).
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(ii) L’application
Q  L3(G) » (L@ x Q). fr [ Fl9)9(9) dely),

est unitaire et G-équivariante.

(1ii) Le star-produit associé :
Firo fo =95 [ﬂg(fl) Qg(fz)}a

est donné sur C°(G) par l'expression

fivo hol9) = [ K§(9.9.9") (g £olg) dele) delg”).

ot le noyau K§ est donné, avec g = 192, ¢ = 4.9, 9" = g g5, par :

K§(9,9,9") = K5*(g2, 9, 03) K5 (g1, G, 0}

avec
S; 7 _
Ky’ (95,95, 97) = |Jaca (95,95, 9))"? exp{Z Area (@5 (95, 9}, 9)) ) }-

Bien entendu, nous pouvons itérer cette construction pour un nombre arbitraire de
facteurs élémentaires et ainsi obtenir une quantification Q2§ unitaire et G-équivariante
pour tout groupe Kahlérien de courbure négative GG. Le noyau a deux points associé est
alors donné par :

IS

KG (9,9") H \Jacq, 1\ e g],g])l/2 exp{QZArea(CI)S (g],gj,gj’))}. (3.2.14)

3.3 Intégrales oscillantes

Pour obtenir une théorie des déformations des algebres de Fréchet, la premiere étape
consiste a construire une notion d’intégrale oscillante a partir de la phase du noyau a deux
points :

Sela. o) = 3~ Area (05 0,.6) (3:3.1)

7j=1

C’est aussi et surtout a l'aide de cette fonction que nous allons définir un systeme de
coordonnées globales sur le groupe produit G x G. Posons aussi

d
H \Jactb 1| e gj,g])l/Q, (3.3.2)

pour 'amplitude du noyau (3.2.14)).
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Proposition 3.3.1. |5, Lemma 2.21 & Theorem 3.35] Soit g l'algebre de Lie G et soit

(g @ g)* le dual de l'algebre de Lie de G x G. Pour un élément X € g @ g on définit X

comme étant le champs de vecteur invariant a gauche sur G X G qui lui est associcié.
(i) L’application

GxG—(gdg), g |[Xecagmwgr (X)), (3.3.3)

définit un difféeomorphisme global.

(ii) Dans ce systéme de coordonnées, la multiplication et l'inverse de G x G sont des
applications tempérées (dans le sens des fonctions tempérées de R™ vers R™).

(iii) L’amplitude Ag et la fonction modulaire sont aussi tempérées dans ce systeme de
coordonnées et la mesure de Haar de G X G devient un multiple de la mesure de
Lebesque sur (g @ g)* par une densité tempérée.

Pour construire cette notion d’intégrale oscillante, nous sommes amenés a considérer
certains espaces fonctionnels sur des groupes de Lie non compacts. Nous commencgons par
définir une notion de poids sur un groupe de Lie. (Une notion similaire apparait dans [84].)

Définition 3.3.2. Soit G un groupe de Lie réel et connexe d’algebre de Lie g. Un élément
p e C=(G,RY) est appelé un poids si il satisfait aux propriétés suivantes :

(i) Pour tout élément X € U(g), il existe Cp,,Cr > 0 telles que (X et X désignent les
opérateurs différentiels invariants respectivement d gauche et a droite sur G associés) :

[ Xp| < Copoet |Xp| < Crp
(it) Il existe C, L, R € RY tels que pour tous g,h € G on a :
p(gh) < Culg)" p(h)™.

(7ii) Soient u et ji deux poids sur G. On dira que fi domine p lorsque

i M09)

9 _ .
9= [i(g)

L’exemple de poids le plus important pour ce qui va suivre est donné par le poids
modulaire (& ne pas confondre avec la fonction modulaire Ag) :

0% G =R, w1+ |[Ad |2 + [[Ad 2, (3.3.4)

ou Ad désigne action adjointe de G sur g et ||.|| désigne la norme d’opérateurs pour
n’importe quelle structure Euclidienne sur g.

Dans le cas d’un groupe Kéhlérien de courbure négative GG, le poids modulaire est une
fonction tempérée (dans le sens de la Proposition (3.3.1])) et domine le poids constant :

lim 9(g) = 0.

g—o0

Soit maintenant £ un espace de Fréchet dont la topologie est associée a une famille
dénombrable de semi-normes {||.||;};es et soit p = {y;};es une famille dénombrable de
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poids sur G. On définit alors I'espace symboles d’ordre p sur G et a valeurs dans £ (un
type similaire d’espaces de symboles apparait dans [65]) par :

BYG,E) = {F € C™(G,£) : VX €U(g),Vj € J,3C >0 : |XF|; < Cp,}. (33.5)

Pour pn = (1,1,...), nous désignerons I'espace de symboles associé par B(G,E). Ces

espaces de symboles apparaissent naturellement dans le contexte des actions de groupes
sur les espaces de Fréchet :

Lemme 3.3.3. [§, Lemma 5.5] Soit € un espace de Fréchet muni d’une action isométrique
(pour chaque semi-normes qui définit la topologie de E) et fortement continue o d’un
groupe de Lie G. Considérons £ [’espace des vecteurs lisses de € pour l'action o et
V= {Dé}jeN. On a alors une injection équivariante et continue

a: & — BYG,E7), a—afa) =[g € G aya)l. (3.3.6)

Remarque 3.3.4. Si nous ne voulions pas prendre en compte la topologie de £%° dans la
cible de I'application (3.3.6]), mais seulement celle de £, nous aurions alors un plongement
isométrique a : £* — B(G, E).

On munira les espaces de symboles BE(G, E) de la topologie associée a la famille de

semi-normes suivantes (dans la suite X# := Xlﬁ b Xiil”(lg" ' B e NIm(©)  désigne une
base de PBW associée au choix d’une base { X, ... ,Xdim(g)i, de g) :
XPF(g)l;
| ||k, = sSup sup {H(g)”]} , j, ke N. (3.3.7)
S ik gcc U p(9)

Muni de cette topologie, 'espace BE(G, E) devient lui-méme un espace de Fréchet. De
plus, B(G,C) coincide avec l'espace des vecteurs lisses pour la représentation réguliére
droite sur la C*-algebre des fonctions bornées et uniformément continues a droite sur G.
La propriété qui est la base de notre notion d’intégrale oscillante est la suivante :

Lemme 3.3.5. [§, Lemma 2.12] Soient (G,&) comme précédemment et soit p, [i deux
familles de poids sur G telles que fi; domine p; pour tout j € J. Alors, B&(G,E) C
BL(G, &) continiment. De plus, l'adhérence de D(G, &) dans BE(G, E) contient BL(G, E).
En particulier, D(G, &) est dense dans BL(G, E) pour la topologie induite de BE(G, E).

Nous pouvons aussi définir un espace de Schwartz sur G a valeurs dans £ a partir du
poids modulaire d¢ :

S(G,&) = (3.3.8)
{fec=(G,€) ¥XelUlg) Vie ] YneN, sup o8 (x) ()?f)(x)Hj < oo},

Munie de la topologie associée aux semi-normes :

[ E|jn 2= sup sup{HB’é(g) XBF(Q)HJ-}, jeJ,kneN, (3.3.9)
|B|<k g€G

S(G, E) devient un espace de Fréchet nucléaire.
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Nous allons maintenant construire une famille d’opérateur différentiels sur G x G

satisfaisant aux propriétés ([2.2.2)) et (2.2.3) pour la phase Sg associée au noyau a deux
points K§, phase donnée dans (3.3.1)). La premiére difficulté consiste & comprendre le

comportement de la fonction Sg sous 'action répétée des champs de vecteurs invariants a
gauche : dans ce contexte non Abélien, I'ordre dans lequel nous allons faire des intégrations
par parties est de la plus grande importance.

Proposition 3.3.6. [8, Theorem 3.85] Soient G un groupe Kdihlérien de courbure néga-
tive, g son algébre de Lie et S¢ € C°(G x G,R) la fonction donnée dans (3.3.1)). Alors il

existe une décomposition en sous-espaces vectoriels :

N
goe=PV, (3.3.10)

n=0

et pourn =0,..., N, il existe un élément X,, € U(V,,) U(V,) est la sous-algébre unifére
de U(g) engendrée par V,,), tel que :
— En désignant par o, le multiplicateur de Sg associé a X,, € U(V,) par la relation

X, exp{%Sg} =y eXp{%Sg},
— FEn considérant les coordonnées globales sur G x G :
2l = (é‘;?SG)(x), n=0,....N, j=1,...,dim(V,), (3.3.11)

n

associées au choix de bases {6?}j:1,._,,dim(vn), n=20,...,n, des espaces V,
— Et en posant pour n € {0,...,N} :

v =P, (3.3.12)
k=0
nous avons les propriétés suivantes :
(i) 1l existe C, > 0 et p, > 0 tels que :
] > Cu(1 + ),

P — (I%)jzl,...,dim(vn)-
(ii) Pourn =0,..., N, il existe une fonction tempérée ji,, € C=(G x G,RY%) telle que :
(ii.1) Pour tout A € UV ™) il existe Cx > 0 tel que :

’flan‘ < Cy | pn.

(i.2) La fonction u, est indépendante des variables {xl};—1, _ dim(v,), pourr <mn :

Ol
oxl

=0, Vvr<n, Vj=1,...,dim(V,).
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En se donnant maintenant © = (rq,...,ry) € NV on considére alors l'opérateur
différentiel
Dy:=D{* DT* ... D}, (3.3.13)

oupour n=0,...,N, et avec X,, € U(V,,) donné dans la Proposition on a posé

Dy C%(G X G) = CX(G X G), ®rs X, (q’) (3.3.14)

n

Bien évidement, nous avons par construction :
* 2i _ 2 = N+1
D} exp{%Sa} = exp{5Sa}, Vr; e NTT.

En combinant les Proposition [3.3.1] et [3.3.6] on en déduit qu’il existe un élément 7 :=
{7 }jes tel que la famille D := {Dy } ¢ satisfait a la propriété (2.2.3)) :

Proposition 3.3.7. /8, Proposition 2.29] Soient G un groupe Kdihlérien de courbure
négative, £ un espace de Fréchet et u une famille de poids tempérés sur G x G. Alors,
pour tout j € J, il existe 7; € NN+ C; > 0 et kj € N, tels que pour tout élément
F e BYG xG,E), ona

L IPs F(@)l; daxa(9) < C I1F i

En utilisant le fait que 'amplitude Ag donnée dans (3.3.1) appartient & un espace
B*(G x G) pour un poids tempéré p, on a alors la notion d’intégrale oscillante suivante :

Définition 3.3.8. Soient £ un espace de Fréchet et u, i deux familles de poids tempérés
sur G x G telles que p < fi. Associé a la famille de poids tempérés fi, considérons 1 :=
{7 }jes comme donné dans la Propositionm et soit Dy, l'opérateur différentiel associé
(3-3.13). En effectuant une intégration par parties, on obtient une application continue
pour la topologie induite de BE(G x G, E) :

0 G _ 21 .
C(G x G,€) = &, F>—>/GXGK9 F—/Gxgexp{gSG}Drj(AGF)

D’apreés le Lemme|3.3.5, cette application s’étend uniquement en une application continue

KY : BL(G x G, &) — &,

GxG
que nous appellerons lintégrale oscillante pour le noyau K§ .

Remarque 3.3.9. On montre facilement que notre notion d’intégrale oscillante ne dépend
pas du choix de la famille de poids dominants /i ni du choix des opérateurs différentiels
Dy,. De plus, pour tout F' € BL(G x G, &), on a pour la topologie de & :

K§(F) = lim | K§(g,9) Fulg,g) dalg) delg), (3.3.15)

GxG n—=00 JGxG

pour n'importe quelle suite {F),},en dans CX(G x G, E) qui converge vers F' pour la
topologie de B&(G x G, &) avec une famille quelconque de poids dominants ji. Par contre,
'intégrale oscillante sur BL(G x G, E) n’est certainement pas 'unique extension continue
de sa restriction a C*°(G x G, €).
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3.4 Déformation des algebres de Fréchet

Soit maintenant 4 une algebre de Fréchet munie d’une action isométrique o d’un
groupe Kéhlérien de courbure négative GG. Le but est de donner du sens a l’expression
suivante :

axg b= /GXgKGG(gl’gz) g, (a) ag, (b) da(g1) da(g2) ,  a,b € A™.

D’apres le Lemme on sait que pour a € A, la fonction de G vers A® a(a) =
lg — ay(a)] appartient & BX(G, . A*), pour v une famille de poids tempérés sur G. Comme
a*§ b= aa)*pa(b)(e), i suffit de donner du sens a 'expression

Fyxg Fy = /GXGKg(glagQ) (pglFl) (ngF2> dG(gl) dG(QQ)a (3-4-1)

avec F; € B4 (G, A), 7 =1,2, et f; une famille de poids tempérés arbitraire. Tout d’abord,
on montre que l'application

R@R: (F, F) — {(91,92) = (0 F1) (pgo o) 1= [9 = Fl(ggl)F2(992)Ha (3.4.2)

envoie continiiment B (G, A)x B (G, A) sur BK(G xG , BAG, A)), pour v, A des familles
de poids tempérés. L’idée est de définir les intégrales intervenant dans I'expression ((3.2.11])
comme des intégrales au sens de la Déﬁnition@pour I'espace de Fréchet £ = BA(G, A).
La question restante est celle de I’associativité. Elle se démontre au niveau de C°(G) en
utilisant 1’associativité au niveau de L3(G) (conséquence directe de la construction du
calcul pseudo-différentiel) et s’étend aux espaces B%(G) par densité (Lemme [3.3.5). Plus
précisément, on obtient :

Théoréme 3.4.1. [8, Theorem 2.43] Soient Ky phy deuz familles de poids tempérés sur
G et soit A une algébre de Fréchet. Avec R ® R, lapplication construite dans (3.4.2)),
l'intégrale oscillante

*g 1= [(F1>F2) = G GKeG o R®R(F1, Fy)|, (3.4.3)

définit une application bilinéaire et continue de B (G, A) x B (G, A) vers BA(G, A),
pour A une famille de poids tempérés sur G. De plus, pour tout (Fy, Fy, F3) € BA:1 (G, A) x
Bt (G, A) x B(G,A), on a l’égalité

(F1 *0 Fg) *0 F3 = F1 *p (FQ *0 Fg),

dans B%(G, A) pour une famille de poids tempéré v sur G. En particulier, on a un produit
continu et associatif :

o : B(G, A) x B(G, A) — B(G, A).

Finalement, 'espace de Schwartz S(G,A) donné dans (3.3.8)) est un idéal bilatére de
(B(G,A), %)

En corollaire, on en déduit un résultat important :
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Théoréme 3.4.2. [8, Theorem 5.8] Soit (A, a,G) une algébre de Fréchet munie d’une
action fortement continue et isométrique d’un groupe Kdhlérien de courbure négative. FEn
posant

axg b= (a(a) *g a(b)) (e), (3.4.4)
(A% *5) devient une algébre de Fréchet associative.

Il y a une petite clarification que nous pouvons donner maintenant. Nous savons déja
que lorsque A = C,.,(G), la C*-algebre des fonctions bornées et uniformément continues a
droite sur G, alors A = B(G). Ainsi, il est naturel de se demander si le produit déformé
(3.4.4) construit a l'aide de la représentation réguliére droite (qui est fortement continue
et isométrique) sur C,.,(G), coincide avec le produit pour A = C. En fait, on peut
montrer que pour a,b € A>, on a

axg b= e K§ (a(a, b)), (3.4.5)

avec la notation
a(a,b) :GxG— A% (z,y) = az(a)ay(b),

A partir de cela, on en déduit :

Corollaire 3.4.3. /8, Proposition 5.10 & Corollary 5.11] Pour A = C.,(G) et a = p,

(A,%5) = (B(G), %).

Pour conclure sur la déformation des algebres de Fréchet, voici deux descriptions al-
ternatives des algebres que nous avons construit. La premiere explique que la déformation
associée a 'action d’un groupe Kéahlérien de courbure négative coincide avec les déforma-
tions itérées associées a chaque sous-groupe élémentaire.

Proposition 3.4.4. /8, Proposition 5.20] Soit G un groupe Kihlérien de courbure néga-
tive de décomposition de Pyatetskii-Shapiro G = G' xS, ou G’ est un groupe Kdhlérien de
courbure négative et S un groupe élémentaire. Soit aussi A une algebre de Fréchet munie
d’une action o fortement continue et isométrique de G. En désignant par o (respecti-
vement par o) la restriction de o a G’ (respectivement a S) et pour C un sous-espace de
A, en désignant par C& (respectivement par C, par C°) lespace des vecteurs lisses C
pour l'action de G (respectivement de G', de S), on a

!
(A %)E. %" ) = (AF.#5).

La seconde description permet de comprendre nos algebres déformés comme des al-
gebres de points fixes.

Proposition 3.4.5. (8, Proposition 5.13] Soit (A, a, G) une algébre de Fréchet munie
d’une action fortement continue et isométrique d’un groupe Kdahlérien de courbure néga-
tive. On a alors un isomorphisme isométrique d’algébres de Fréchet :

(-’4007*3) = (B(Gw’él)ﬂv*@))
ot le membre de droite désigne la sous-algebre des points fizes pour 'action

(8,F)(90) == oy (Flg7'0)) . 9,90 € G-
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3.5 Déformation des C*-algebres

Nous allons maintenant passer a la question du plongement de ’algebre de Fréchet
déformée dans une C*-algebre. Dans ce qui suit, nous prendrons comme cas particulier
d’algebre de Fréchet une C*-algebre A, toujours munie d’une action « isométrique et
fortement continue d'un groupe Kéhlérien de courbure négative GG. Rappelons que notre
objectif est de définir une C*-norme sur (A>, *§) de maniere a obtenir, apres complétion,
une théorie des déformations au niveau des C*-algebres. Pour cela, considérons H un
espace de Hilbert séparable sur lequel A se représente fidelement. Par la suite, nous
identifierons A avec son image dans B(H). Soit S(G, A) 'espace des fonctions sur G a
valeur sur A de type Schwartz, défini dans (3.3.8). Etant donné que S(G, A) C L3(G, A)
et que la quantification Qf est unitaire de L3(G) vers £2(L3(Q)), il est facile de voir que
I’application

FeS(G,A) s QS(f) = /GQ,?(:U) ® f(z)de(z), (3.5.1)

est bien définie, prend ses valeurs dans K(L3(Qq X -+ x Q1)) @ A et est compatible avec
I'involution :

QE(f) = Q5(F)  avee  f7i= g f(9)7] € S(G, A).

On sait par ailleurs (voir la Remarque [3.3.4)), que pour a € A*, la fonction a(a) :=
lg € G — ay(a)] appartient & B(G, A). Toute la question repose alors sur la construction
d’une extension de S(G, A) vers B(G, A) de l'application (3.5.1). On disposera alors d’une
pré-C*-norme sur (A%, %4 ), en posant

I

lally := ||€2§ ((a))

ol la norme dans le membre de droite est la C*-norme du produit tensoriel minimal de A
avec B(L?\(Qd) ®-® L?\(Ql)). Notre approche pour construire cette extension s’appuie
sur des méthodes d’états cohérents et de fonctions de Wigner. Le résultat suivant est une
version du résultat classique de Duflo et Moore [35] dans un cas réductible. Commengons
par définir la notion d’états cohérents pour G :

Définition 3.5.1. Soit G un groupe Kdhlérien de courbure négative. Pour un élément
N EDQyX -+ X Q1), soit {ns}req la famille d’états cohérents définis par

Ne = U@(x)nv YIS G,

ot Uy est la représentation unitaire, irréductible et de carré intégrable de G sur H, :=

L3(Qq x -+ X Q1) construite dans (3.2.13)) pour le morphisme (3.2.12)).

La famille d’états cohérents {n, }.cc permet d’obtenir une résolution de 'identité au sens
faible :

Proposition 3.5.2. [§, Proposition 8.6/ Soit G un groupe Kdihlérien de courbure négative,
H un espace de Hilbert séparable et n € D(Qq X --- x Q1) \ {0}. Alors, pour tout &,V €
H, @ H, la relation suivante est satisfaite :

(W, )3 on = C(n)~" /G <<77x, W)t (e ‘1’>HX>H de(),
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ot (N, U)yy, est le vecteur de H défini par :

(1 (ne ‘1’>HX>H = (o, ‘P>H Vo e N,

O
et la constante C(n) est donnée par

(27T‘9)dim(c)/2||AQd Q- & AQ1 7]”%7
avec Ag; la fonction modulaire de Q;.

L’existence d’une résolution de 'identité permet d’obtenir le résultat suivant qui est
a la base d'une estimation du type Calderon-Vaillancourt, elle-méme étant a la base de
la construction de I’extension de I'application (3.5.1)) :

Proposition 3.5.3. (8§, Lemma 8.9] Soit G un groupe Kihlérien de courbure négative,
H un espace de Hilbert séparable, n € D(Qq % ---x Q1) \{0} et T un opérateur densément
défini sur H, ® H, dont le domaine contient le produit tensoriel algébrique D(Qq X - - - X
Q1) @M. Siona

Cri=sup | |[(ne, Tny)n, By dalz) < oo, Cy:=sup | ||(ns, Tny)r, |l daly) < oo,
yeG JG zeG JG

alors T' s’étend en un opérateur borné sur H, @ H avec ||T|| < /C1Cs.

Ainsi, tout ce dont nous avons besoin pour étendre Q§ de S(G, A) A F € B(G, A), c’est de
définir les coefficients matriciaux (1, QF (F)ny)u,. 2,y € G, F € B(G, A), et de montrer
que les applications

reG— [y €G— (ny,ﬂgG(F)m«)HXH,

TEGH [ye G (i, QE(F)%MXH :

appartiennent a L (G, L*(G, A)) En utilisant deux fois la résolution de I'identité donnée
-

dans la Proposition 2| Popérateur Q§ (F) sera alors défini par la forme quadratique

H,@H :
(@, Q25 (F)T)n,om = e <<77z, D), s (1, U (F)1y) 10, (1 ‘I’>HX>H de(z) dea(y). (3.5.2)

Pour donner un sens a ces coefficients matriciaux, procédons tout d’abord formellement.
En partant de l'expression explicite des opérateurs QF (z) (voir Théoreme [3.2.8) (i)), en
utilisant la covariance sous action a gauche de G et en permutant (formellement) les
intégrales, on arrive a

0 Q5 (P, =Ty [ B (1) mon(ai?) . (353

e </Sd Esd(gd) moq(q; )Ry (L;—lF) (9ds - -, 91; .)dgd(gd)> ...ds, (g1)> (y '),

ofl, pour S un groupe élémentaire, la phase & un point E§ (voir Définition [3.2.2)) est donnée
par :

Ej(gb) = X, (C,(b7'5b)) =: €65, (3.5.4)
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et, pour n € CX(Qq X -+ X (J1), nous avons défini les opérateurs linéaires T, et R, par :
Ty L3(Qax -+ x Q1, A) = L®(G, A), fe [IEGH <nz,f>], (3.5.5)
et
Ry : C%(G, A) = C*(S4,C™(Sa1,...C®(S1,C%(Qu x -+ x Q1, A)) ... ),

F— [qdbdGSdH [qd_lbd_lESd_lH...[qlbleSlH {(q&,...,qi)ede---leH

Fgiaibr - - 4 1Ga-1ba—103aaba) n(dhsy, (€), - a1y, (€)) € AH > H

Pour énoncer les propriétés fondamentales des opérateurs 7, et R,,, nous avons besoin
d’introduire un dernier espace de symboles qui n’est définit que pour un groupe élémen-
taire S et qui est associé a la décomposition S = () X Y donnée dans . Soient encore
€ un espace de Fréchet, p1 = {y;};es une famille de poids tempérés sur S et soit aussi v
un poids tempéré sur S et invariant par translations a droite dans Y. On définit alors :

BE(S, €) = {F € C®(S,E) : V(j, X,Y) € J xU@g) xUD), 3C : (3.5.6)
IXV Flab)l; < C pstabia)= )

Cet espace se comprend comme une variante de I'espace BL(S,E), ou une dépendance
spécifique de la famille de poids p dans I'ordre des dérivations est permise. On a alors le
résultat suivant :

Proposition 3.5.4. [§, Proposition 8.3 & Lemma 8.18] Soit G un groupe Kdhlérien de
courbure négative, £ un espace de Fréchet et n un élément de D(Qq X -+ X Q1).

(i) L’application linéaire T, est continue de S(Qq X -+ x Q1,E) vers LY(G, ).

(11) L’application linéaire R, est continue de B(G,A) vers

Bl (Sd, BEa-v¥i=1 (Sd—l, . BEMT (Sl, S(Qa x -+ x Qr, A)) cen ))7
ol :

nj(kj—1,l5—1;5k1,015k,0)

2
v = 0p. = {0 v } .
J Qo K S (kj—1,lj— 1501 l15k,0) EN2I

; j=d,...1.

Retournons a l'expression (3.5.3)), dans laquelle nous pouvons supposer que F' est a
valeurs dans Ag,. Ce que nous devons établir, c’est alors

sup/G H(nm, Qo (F)ny)n,

yeG

dg(x) < oo.

Etant donné que les semi-normes définissant la topologie de B (G, A) sont invariantes par
translations a gauche, au vu de 'expression il est clair que 'uniformité dans la
variable y sera satisfaite. En utilisant la Proposition [3.5.4] on voit que la difficulté restante
est de donner un sens oscillant aux l'intégrales contre les phases E?j et de montrer que
cette intégrale oscillante envoie B (S, E) sur € contintiment. Cela fait suite au fait que
la phase S € C>(S,R) satisfait a des propriétés analogues a celles données dans les
Propositions et (avec S a la place de G x G). Plus précisément, on montre le

résultat suivant :
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Proposition 3.5.5. |8, Theorem 8.17] Soit p une famille de poids tempérés sur S, v
un poids tempéré et invariant par translations a droite dans Y sur S et £ un espace de
Fréchet de topologie associée aux semi-normes {||.||;}jes. Alors, pour tout j € J, il existe
un opérateur différentiel D; tel que pour tout F' € BE(S,&), on a

[ IDem0(9) F ()5 ds(9) < C 1 F 5,0, 0

Ainsi, on obtient une application continue (voir Déﬁnition :

/Smo ES: BEY(S,E) €,

que nous appellerons l’intégrale oscillante pour la phase Ej.

En combinant les Propositions et nous obtenons une version courbe et a valeurs
dans une C*-algebre du Théoreme de Calderén-Vaillancourt :

Théoréme 3.5.6. 8, Theorem 8.20] Soient G un groupe Kdihlérien de courbure né-
gative, A une C*-algébre fidélement représentée sur un espace de Hilbert séparable H,
FeB(G,A) etneD(Qq % -+ x Q). Pour z,y € G, définissons l’élément de A par

(s QG (F )1y ), - </ E;' 1, . (3.5.7)

. (/sdeé;/md{gd ESy— ... {gl €S, |—>Rn(L21F>(gd,...,gl;.)} D ,_.)(y—lx),

ou m;(gb) = mg;(¢g") et Eij est la phase a un point de S; donné dans (3.5.4)). On a
alors :

de(y) , sup/ | (12, Q2 (F)my ),
yeG

sup [ |[(ne, QF (F),)au, dg(x) < oo.

zeGJG

Ainsi, Uopérateur Q (F) sur H, @ H défini a partir de la forme quadratique

(0, @) € (Hy@H) = [ (0O, (e O (F ), s W), Ao (@) da(y)

est borné. De plus, il existe k € N (dépendant de la dimension de G seulement) et C' > 0
tels que pour tout F' € B(G, A) on a :

IG5 ()] < C1F e
En utilisant le plongement donné dans Remarque :
a: A*® — B(G,A), a— aa) = [g— a4a)l,
ainsi que les relations
QF (a(a* x5 1)) = QF (a(a)) QF (a(d)),  Va,be A,
le Théoreme montre que nous avons une C*-norme sur (A, *§) :
lallo == |25 (a(a)) . (3.5.8)

En résumé, nous avons obtenu :
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Théoréme 3.5.7. [8, Proposition 8.26] Soit (A, a, G) une C*-algébre munie d’une action
isométrique et fortement continue d’un groupe Kdihlérien de courbure négative. Alors, il
existe une C*-norme sur l’algébre de Fréchet déformée (A, x3). Son adhérence en norme
est appelée la C*-déformation de A et est notée Ay.

3.6 Propriétés de la déformation

Nous allons maintenant passer en revue certaines propriétés de la C*-déformation.
Tout d’abord, et de fagon analogue & la Proposition [3.4.4] on peut montrer que la dé-
formation associée a l'action d’un groupe Kéhlérien de courbure négative coincide avec
les C*-déformations itérées de chacun de ses sous-groupes élémentaires. Fixons G un
groupe Kéhlérien de courbure négative de décomposition de Pyatetskii-Shapiro donnée
par G = G' X S et A une C*-algebre munie d'une action « fortement continue et isomé-
trique de G. Bien évidement o, la restriction de a au sous-groupe S, est aussi fortement
continue et isométrique. Ainsi, nous pouvons construire la déformation de A pour l'ac-
tion o de S, déformation que nous noterons A5. On montre alors que G’ agit fortement
continfiment par isométries sur A5. En effet, on a montré dans la Proposition que
le sous-espace des vecteurs lisses pour G coincide avec le sous-espace des vecteurs lisses
pour G’, a l'intérieur du sous-espace des vecteurs lisses pour S. Ainsi A%, le sous-espace
des vecteurs lisses pour G dans A est dense dans AS5. Etant donné que l'action de G est
fortement continue sur A*, on en déduit le résultat par densité. On peut donc produire
la C*-déformation de A§ en utilisant I'action de G’. On note cette C*-algebre (A$)§.
Evidement on peut aussi produire la C*-déformation de A en utilisant I'action de G di-
rectement. On notera cette déformation par A§. En utilisant la Proposition , on sait
qu’au niveau de A* les deux constructions coincident. Pour conclure, il suffit de mon-
trer que les C*-normes de (A$)§" et de A§ coincident sur A>. Mais cette propriété est
automatique au vu de notre construction. Ainsi, on obtient :

Proposition 3.6.1. [8, Proposition 8.28] Soit G un groupe Kdhlérien de courbure néga-
tive de décomposition de Pyatetskii-Shapiro G = G' xS, ot G’ est un groupe Kdhlérien de
courbure négative et S un groupe élémentaire. Soit A une C*-algébre munie d’une action
a fortement continue et isométrique de G. Avec les notations précédentes, on a :

AF = (A5)5

Nous allons montrer maintenant que la C*-norme déformée coincide aussi avec la
C*-norme des endomorphismes adjointables et bornés d’'un C*-module pour A, ce qui
clarifiera I’analogie entre notre construction et celle de Rieffel [80].

Définition 3.6.2. Pour fi, fo dans Uespace de Schwartz S(G,A), on définit le produit
scalaire a valeurs dans A suivant :

s f2do = [ (ng QE (S %0 o)) delg), (3.6.1)

ot {ny}tgec C Hy est la famille d’états cohérents donnée dans la Définition |3.5.1|
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Munie de ce produit scalaire et de 1’action
S(G,A) x A= S(G,A), (f.a)~ |ge G flg)al,

I'espace S(G, A) devient un pré-C*-module a droite pour la C*-algebre A. Définissons
ensuite pour F' € B(G, A) Vopérateur LY(F) sur S(G, A) donné par LY(F)f = F x4 f.
D’apres la Proposition|3.4.1) on sait que 'opérateur LY(F), F' € B(G, A), agit continfiment
sur S(G, A). Il est aussi facile de montrer que cet opérateur est adjointable, d’adjoint donné
par LY(F*). Cet opérateur est aussi borné. En effet, en utilisant 'inégalité d’opérateurs

sur B(H,) ® A :
QF (f* %o F* %o F xg f) < [|QF (F) Q4 (£ %o ),
on en déduit I'inégalité d’opérateurs sur A :

(LY(P)f,LY(F) f)o < 196 (F)IP(f, £

Ainsi, pour F € B(G, A), opérateur LY(F) appartient a la C*-algébre des endomor-
phismes A-linéaires, adjointables et bornés du pré-C*-module S(G, A), et on a

IL°(F)|| < 1€ (F)]. (3.6.2)
Mais on a aussi I'inégalité inverse,
IL°(F)|| > 192G (F)]), (3.6.3)

car la norme [|Q§(.)|| restreinte au produit tensoriel algébrique B(G) ®., A C B(G, A),
coincide par construction avec la C*-norme minimale sur le produit tensoriel algébrique de
la C*-algebre engendrée par les opérateurs Q5 (F), F € B(G, A), avec A. Nous déduisons
ainsi une autre expression pour la C*-norme déformée :

Proposition 3.6.3. [§, Theorem 8.33] Soit (A, a, G) une C*-algébre munie d’une ac-
tion fortement continue et isométrique d’un groupe Kdhlérien de courbure négative. La
C*-norme sur (A%, %) donnée par a € A® — ||L%(a(a))| coincide avec la C*-norme
déformée ||.||g donnée dans (3.5.8)).

Pour conclure, nous allons montrer que la K-théorie est un invariant de cette déformation :
Théoréme 3.6.4. |8, Theorem 8.50] Pour tout 6 € R*, on a K,(Ag) ~ K.(A), x=0,1.

Pour expliquer les arguments permettant d’obtenir ce résultat, définissons By(G, A)
et Sp(G, A) comme étant les C*-complétions des algebres de Fréchet (B(G, A),*g) et

(S(G, A),*g) pour la C*-norme déformée ||.|[g. On munit By(G, A) de P'action 8 de G,
définie au niveau de B(G, A) par :

(59F> (90) = oy (F(g_lgo))~ (3.6.4)

Il est facile de voir que 3 est isométrique sur By(G, A) et que sa restriction a Sp(G, A)
est fortement continue. D’apres la Proposition (ii), on sait aussi que Sy(G, A) est
isomorphe a IC(H,) ® A. Le Théoreme se déduit alors de I'isomorphisme de Connes-
Thom ainsi que de I’équivalence de Morita suivante :



38 CHAPITRE 3. GROUPES KAHLERIENS DE COURBURE NEGATIVE

Théoréme 3.6.5. (5, Corollary 8.49] La C*-algébre déformée Ay est fortement Morita
équivalente au produit croisé G X g Sp(G, A).

Ce résultat se démontre en suivant les méthodes développées dans [81], lesquelles sont
basées sur les constructions de [79]. La premiere étape consiste & montrer que l'action /3
est propre :

Proposition 3.6.6. (8, Proposition 8.45] Pour fi, f» € S(G, A>), les applications
[9€ G Aalg) P ixo By(f5)] et g€ G fixoBy(f3)],
sont dans L' (G,E(G, A)) De plus, Uapplication

Mgt S(GA™) 5 S(GA%) f v [ Fo By %0 f2) deg),

appartient a la sous-algébre de la C*-algébre des multiplicateurs de Sy(G, A), formée des
éléments [-invariants et préservant S(G, A>®). Comme que S(G, A®) est une sous-algébre
dense et stable sous 3 de Sy(G, A), on en déduit que Uaction 3 de G sur Sp(G, A) est propre
dans le sens de [79].

La sous-C*-algebre de M (Sy(G, A)) engendrée par les applications Ay, s, est appelée
I’algebre des points fixes généralisés de Sy(G, A) et se note Sp(G, A)P. D’apres |79, Theo-
rem 1.5], Sp(G, A)? est fortement Morita équivalente a la sous-C*-algébre du produit
croisé G X4 Sp(G, A), engendrée par les éléments

{lo€ G D)2 fi%0 By(f3) € S(G,A®)] + fi, fo € 8(G, A®)}, (3.6.5)

et le bi-module d’équivalence est Sp(G, A) lui-méme. On montre facilement que Sy(G, A)?
est isomorphe a Ay. Le Théoréme [3.6.5 (et donc le Théoréme se déduit alors du fait
que l'action 3 de G sur Sp(G, A) est saturée, ce qui signifie que I’algébre de convolution
engendrée par les éléments donnés dans ([3.6.5)), est dense dans la C*-algébre (réduite) du
produit croisé G x5 Sp(G, A). Cette propriété vient essentiellement de la formule d’inver-
sion suivante :

Proposition 3.6.7. /8, Proposition 8.47] Soient G un groupe Kdihlérien de courbure
négative et fi, fo € S(G, A*®). On a alors la représentation absolument convergente pour

chaque semi-norme ||.|;xn (3-3.9) :

GxGKgg(m, Iz) (Px;1f1) *0 (Px;1f2> dG(Il) dG(%) = fi fo

3.7 Groupes Kiahlériens quantiques

Mentionnons finalement l’existence de groupes quantiques Kahlériens (dans le cadre
des algebres de von Neumann) associés a notre construction. Cela fait suite aux résultats
de De Commer [30] ainsi qu’a I'observation de Neshveyev et Tuset suivante :

Proposition 3.7.1. [70, Section 5] Soit G un groupe Kdhlérien de courbure négative
0 € R*. Lopérateur suivant définit un 2-cocycle unitaire pour W*(G), l'algébre de von
Neumann de groupe :

Fo:= /G><GK79G(91792) Agrt @ Ag &g d (g2).



Chapitre 4

Groupes Abéliens p-adiques

Le but de ce chapitre est de montrer que la théorie de Rieffel s’étend aussi dans un
cadre non Lie. Dans un premier temps nous considérons le cas Abélien oti G' = k¢, avec
k un corps local non Archimédien de caractéristique différente de 2. Le cas non Abélien
du groupe affine d’un corps local est a ’étude.

4.1 Le calcul de Weyl p-adique

Depuis les travaux de Segal [83] et Weil [92], on sait construire un calcul de Weil sur
tout groupe Abélien localement compact de la forme G = H x H. Cette construction re-
pose essentiellement sur les propriétés de la transformée de Fourier L?(H) — L*(H) ainsi
que sur les représentations du groupe de Heisenberg associé. A ce niveau de généralités, les
propriétés fines de ce calcul sont trés mal comprises. Ce n’est pas le cas lorsque H est une
puissance d'un corps local non Archimédien k. Motivés par des questions en théorie des
nombres, Haran [48] et Unterberger [90] ont étudié en détail ce calcul. En particulier, Be-
chata [4], un étudiant d’Unterberger, a obtenu une inégalité de type Calderén-Vaillancourt
par la méthode des états cohérents (voir paragraphe [2.2.3)).

Soit k un corps local non Archimédien. On note |.|x la valeur absolue, Oy "anneau des
entiers, w son uniformisante et dr la mesure de Haar auto-duale. On note aussi D(k?)
I'espace des fonctions tests au sens de Bruhat (localement constantes & support compact),
D'(k?) l'espace dual (fort) des distributions et £(k?) I'espace des fonctions régulieres
(localement constantes). On note JF la transformée de Fourier sur k? et G sa variante
symplectique sur k??. Notons que F et G préservent D(k?) et D(k?@). On fixe aussi ¥ un
caractére unitaire non trivial de k et on note Of = @™ Oy son conducteur. On utilisera
finalement les notations |z|y = [z Y|y, |7 = maxi<icq [Tilk, |2]}e = maxi<<q ||y
et pour X = (7,€),Y = (y,n) € K24, [X,Y] == (y,&) — (x,n) avec (x,y) = 2?21 Ty

Le quantification de Weyl p-adique €2y est définie pour un parametre 6 € k* comme
I’application linéaire continue de D’(k??) vers L£(D(k?), D'(k?)) qui & une distribution T
associe 'opérateur 2y(7") donné (avec des petits abus de notations) par

Qo (T)p(x) = 101" /kw T +y,m) o) (0 (& —y,m)) dndy . (4.1.1)

On sait aussi que €2y réalise une isométrie surjective de L?(k??) vers L£L2(L?*(k%)) si et
seulement si la caractéristique de k est différente de 2, ce que nous supposerons a présent.
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Pour F € L'(k*?) N L?(k*@), on peut écrire la quantification sous une forme intégrale :
d
Q(F) = |2 /km F(X) Up(X) D Uy(X)* dX, (4.1.2)
ot Uy est la représentation projective de k?¢ sur L?(k?) donnée par

Us(X)p(y) :=W(671(¢,y — 32)) oy — @), (4.1.3)

et 2 est I'involution sur L?(k?) donnée par Yp(z) = ¢(—x). Sur L'(k*!) N L?(k*?), on a
la formule de composition des symboles :

fix 20X) = 12 [

k2d xk2d

V(2)Y - X,Z - X]) A(Y) fo(2)dY dZ.

Cependant, pour pouvoir se servir de # comme parametre de déformation, il est préférable
de réécrire la formule précédente sous la forme :

Ji*o fo = |2|id/

k2d x k2d

U(2[Y, 2]) oy (f1) 72(f2) dY dZ. (4.1.4)

Il est maintenant clair que cette formule a du sens méme pour 6 = 0, avec fixg—g fo = f1[o.
Deux opérateurs vont jouer un rdéle important par la suite. Le premier est I'opérateur
I de multiplication par la fonction

o(X) = max{1, [z, [€}a}, X = (2,€) € K.

Le deuxiéme est 'opérateur J de convolution par la distribution G(j). Ces opérateurs
préservent le domaine commun D(k??) C L?(k??), sont essentiellement auto-adjoints, po-
sitifs et d’inverse bornée. Etant donné que jq est invariante par translations sur Q% x Oﬁd,
G (o) est supportée sur O ? x 0% ce qui entraine que les opérateurs I et .JJ commutent.
Ce fait va rendre ’analyse sous-jacente a notre construction encore plus simple que dans
le cas Archimédien traité par Rieffel [80].

Les opérateurs I et J vont permettre de définir deux espaces fonctionnels importants.
Le premier est un espace du type Schwartz :

S(k¥) = {p € LK) : ¥n,m €N, I"J"p € L*(k*)}.

Cet espace est Fréchet et nucléaire. Sont dual (fort), 'espace des distributions tempérées,
sera noté S'(k??). Le deuxiéme espace de Fréchet important est le suivant :

B(k*) = {F e L®(k*) : ¥n e N, J'F € L=(k*)}.
Posons K (X,Y) := ¥(2[X,Y]). Vu comme un élément S’'(k* x k?¥), on a
JOIT'TK=K e ['®JK=K.
Comme, de plus, I et J commutent sur S’'(k??), on a pour tout N € N :

K =70 V(" @ up™)K). (4.1.5)
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C’est cette relation qui permet de donner du sens au produit déformé sur B(k*?).

L’opérateur J va aussi entrer en jeu dans l'inégalité de Calderdn- Valllancourt pour le
calcul de Weyl p-adique. Pour expliquer cela, notons n € D(k?) la fonction caractéristique
de O, nx = Up(X)n un état cohérent et Wy y la fonction de Wigner associée a une paire
d’états cohérents :

Wxy(Z) == (nx, Us(Z) X Ug(Z) ). (4.1.6)
Dans |4, Bechata a obtenu & partir de calculs explicites les relations suivantes :
Wxy(2)| = ®(Z - J(X +Y)), (4.1.7)
ot ® est la fonction caractéristique de O ? x 0%, et pour m,n € Z :
ImJ"Wy = ug (5(X +Y)) g (5(X = Y)) Wiy (4.1.8)
A partir de ces relations on déduit facilement une inégalité du type Calderon-Vaillancourt :

1Q0(P)]| < g Ml 172 Fllo, F € B(k™). (4.1.9)

4.2 Déformations des C*-algebres

Soit maintenant A une C*-algebre munie d’une action continue o du groupe Abélien
G = k?¢, et posons

a: A— Cy(k* A), a— [X — ax(a)l. (4.2.1)

Soit S(k??, A) et B(k?@, A) les généralisations des espaces S(k*?) et B(k??) dans le cas des
fonctions a valeurs dans A. Ce sont des algebres de Fréchet dont la topologie est associée
aux familles suivantes de semi-normes :

”ﬂhm:;g;WFfWﬂXWm fesk A), nmeN,

et

| E || := sup
k2d

(JmF) (X)), feBEA), meN.
On définit ensuite :
Aeg :={a € A : a(a) € BE™, A)}. (4.2.2)
On montre alors :

Proposition 4.2.1. [/1, Proposition 3.11] Ases est une sous-algébre de Fréchet dense
dans A et stable par «.

En utilisant la relation , on montre facilement :
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Proposition 4.2.2. [/1, Proposition 3.12] Soit 8 € Ox. Alors, lapplication bilinéaire
xo : B(k*, A) x B(k* A) — B(k*, A) ,
(Fy, Fy) — |2]2 / U(2[Y, 2]) 5™ (V) g™ N Z) 7oy (3 FY) 72 (SR ) dY dZ,

est continue et associative. Si de plus 0 =0, on a alors Fi xg—g F5 = I} F5.

Remarque 4.2.3. Dans la proposition précédente, nous devons nous restreindre au cas
0 € Ox pour une raison purement technique : si # € k\ Oy, rien ne garantit que 'opérateur
de dilatation DyF(X) := F(6X) agisse continiment sur B(k??, A).

Par définition, I'application (4.2.1]) envoie A,¢q contintiment dans B(k??, A). En posant :
*g ¢ Areg X Areg — Areg, (a,b) — a(a) xp a(b)(0),

on déduit facilement de la Proposition (4.2.2) la premiere étape de notre théorie des
déformations :

Théoréme 4.2.4. [/1, Theorem 3.19] Soient k un corps local non Archimédien de ca-
ractéristique différente de 2 et 0 € Oy. Soit aussi A une C*-algébre munie d’une action
continue o de k**. Alors, (Aveg,*y) est une algébre de Fréchet associative sur laquelle a
est toujours par automorphismes et l’involution originale reste une involution continue.

Passons maintenant a la construction d’une pré-C*-norme sur l'algebre de Fréchet
déformée (Aeq, xy). Pour F' € B(k?*@, A), considérons I’élément de B(k?? x k*?, A) donné
par :

Wiy (F) = 2| /k  Wxy(2) F(2)dZ, (4.2.3)

ou Wx y est la fonction de Wigner donnée dans (4.1.6)). En utilisant (4.1.7)) et (4.1.8)), on
montre facilement que pour tout n € N et tout F' € B(k?>?, A), on a :

WL (F)la < g™ (3(X = Y)) sup
Xek2d

(" F) (X)) - (4.2.4)

On va maintenant identifier la C*-algebre A avec son image dans B(#H) pour n’importe
quelle representation fidele sur . On définit ensuite au sens faible sur L*(k?) @ H :

WAF) = [0l |

k2d x 2d

Iny)(nx| @ Wiy (F)dXdY.

Le résultat qui suit se déduit essentiellement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de 1'es-
timation (4.2.4) :

Proposition 4.2.5. [41, Proposition 4.4 € Corollary 4.6] Soient F € B(k*@ A) et
0 € Ox. La forme quadratique associée a l'intégrale faible W5 (F) est bornée avec :

IWAE sezanemn < o™l sup, |(7 )0

De plus, Uapplication F +— WA(F) définit un x-homomorphisme continu et injectif de
(B(k2d, A), *q, *) vers B(LQ(kd) ® ’H)
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On en déduit alors le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 4.2.6. [/1, Theorem 4.8] Soient k un corps local non Archimédien de carac-
téristique différente de 2, 0 € Ox \ {0} et A C B(H) une C*-algébre munie d’une action
continue o de k*?. La norme :
+ - A
Areg 7 RT, 0 Jlallg = HW9 (a(a))HB(m(kd)@H)’

munit (Aveg, *§, *) d’une structure de pré-C*-algébre. Son adhérence en norme est appelée
la C*-déformation de A et est notée Ag. De plus, Uaction o sur A,es est toujours par
automorphismes pour le produit déformé et s’étend en une action continue sur Ay.

Remarque 4.2.7. De l'unitarité de la quantification on déduit que C(k?*?)y ~ K(L?(k?))
d’ou il découle que, contrairement au cas Archimédien [79] ainsi qu’au cas Kahlérien [§],
la K-théorie n’est pas un invariant de la déformation.

Nous allons maintenant passer en revue les propriétés de cette déformation. Tout
d’abord nous allons donner une construction équivalente de la C*-norme déformée. Pour
la premiere, considérons S(k??, A) comme un pré-C*-module & droite sur A, de la maniére
décrite dans la définition [3.6.2 On montre alors que B(k??, A) agit par multiplication
déformée sur S(k??, A) et que cette action définit un morphisme injectif de 'algébre de
Fréchet involutive (B(k??, A), g, *) dans la C*-algebre des endomorphismes adjointables
de S(k?¢, A). On montre aussi que cette pré-C*-norme sur (B(k??, A),*p, *) coincide avec
celle construite au Théoreme [£.2.61 De cela découle le résultat suivant :

Proposition 4.2.8. [/1, Proposition 4.11] Soit § € Oy \ {0}. La C*-norme ||.||g sur
Ualgébre de Fréchet involutive (Ayeg, *g,*) coincide avec :

Aeg = R ar H [cp € S(K*, A) = a(a) *g go} H

Ce résultat montre que la C*-norme déformée est aussi définie pour 8 = 0 et qu’elle
coincide pour cette valeur avec la C*-norme originale. Cela nous permettra de montrer,
le moment venu, un résultat sur la continuité du champs de C*-algebre (Ag)oeco, -

Remarque 4.2.9. On peut aussi montrer (voir [41, Theorem 4.15]) que notre construction
coincide aussi avec I'approche de Kasprzak [55], et donc avec celle Neshveyev et Tuset [70]
qui la généralise.

De la remarque précédente et des résultats de Kasprzak [55], on déduit immédiatement
que la déformation peut étre itérée :

Proposition 4.2.10. [/1, Theorem 5.5] Soit 6,68 € Ox. On a alors (Ap)reg = Areg €t de
pl'U,S (A@)g/ >~ A9+9/.

La propriété suivante montre que la déformation est compatible avec les extensions.
Sa preuve est identique & son analogue dans le cas Archimédien [80]. Notons aussi que
cette propriété fait défaut dans le cas Kahlérien [8].

Théoréme 4.2.11. [41, Theorem 5.6/ Soit I un idéal de A stable par a et soit Q) := A/l
muni de 'action quotient. La suite exacte courte équivariante 0 — I — A — ) — 0,

donne alors lieu a une suite exacte courte équivariante C*-algébres déformées : 0 — Iy —
AQ — Q@ — 0.
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Notre dernier résultat concerne la continuité du champs de C*-algebres déformées
(Ap)oco, - La preuve de ce résultat est quasiment identique a son analogue Archimédien
[80]. Cependant, a cause du mauvais comportement de la fonction racine carré sur un
corps local, notre domaine de continuité est significativement réduit.

Théoréme 4.2.12. 41, Theorem 5.7] Soit v € Oy. Alors, le champs de C*-algébres
déformées (A p2)pco, est continu.



Deuxiéme partie

Espaces Noncommutatifs Semi-finis
et Localement Compacts
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Chapitre 5

Introduction

Dans la philosophie d’Alain Connes [25-27], une géométrie noncommutative est dé-
terminée par la donnée d’un triplet spectral. Ici, A est une pré-C*-algebre, D est un
opérateur auto-adjoint densément défini et H est un espace de Hilbert séparable sur le-
quel agissent A et D. Des conditions de compatibilités, pouvant différer suivant le point
de vue adopté, sont imposées entre ces objets. L’algebre A représente 1’espace noncommu-
tatif au niveau topologique et 'opérateur D donne a la fois une notion de différentiabilité
pour les opérateurs sur H et une structure métrique sur I'espace des états de A, la C*-
completion de A. Le paradigme d’un triplet spectral est celui canoniquement attaché a
une variété spinorielle compacte (M, g,5) : A = C*°(M), I'algebre des fonctions lisses sur
M, H = L*(M,S), I'espace de Hilbert des sections de carré intégrable du fibré des spi-
neurs et D = D, Popérateur de Dirac sur ce fibré. La notion abstraite de triplet spectral
a une double origine. La premiere émane de la physique fondamentale, la seconde de la
théorie de l'indice.

Un triplet spectral est tout d’abord une généralisation quantique de la notion de variété
Riemannienne a spin : si on impose comme condition supplémentaire la commutativité de
'algebre (dans le cas unifere), alors il existe une variété Riemannienne a spin compacte
(M, g), telle que A = C>®°(M), H = L*(M,S) et D = . Cest le Théoréme de recons-
truction de Connes [2§]. En ce sens, la notion de triplet spectral donne un cadre commun
a la mécanique quantique et la relativité générale et fournit, si ce n’est une approche a la
gravité quantique, en tout cas un cadre permettant d’intégrer les possibles effets micro-
scopiques de la gravitation en théorie quantique des champs; c’est le sujet de la théorie
quantique des champs noncommutatifs. Un triplet spectral (A, H,D) définit aussi une
classe en K-homologie ou, plus généralement, une classe en K K-théorie qui couplée avec
une classe en K-théorie calcule 'indice d’un opérateur de Fredholm construit a partir de
D ainsi que d’un représentant d’une classe dans K,(A). Un triplet spectral définit aussi un
cocycle en cohomologie cyclique périodique, le caractére de Chern du triplet, qui couplé
a son homologue en homologie cyclique calcule cet indice [25]. En calculant ce couplage &
'aide de représentants locaux du caractere de Chern (i.e. construits avec des résidus de
fonctions ¢) Connes et Moscovici ont obtenu une formule locale pour cet indice [29] four-
nissant une généralisation noncommutative au théoreme d’Atiyah-Singer. Ainsi, un triplet
spectral peut étre a la fois pensé comme la version quantique d’une variété spinorielle mais
aussi comme un cadre abstrait a la théorie de 'indice.

Dans le cas compact, c’est-a-dire lorsque ’algebre A possede une unité, le cadre ma-
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joritairement étudié, un triplet spectral est défini a minima par deux conditions :

(C1) : Les commutateurs [D,al, a € A, s’étendent en des opérateurs bornés,

(C2) : L’opérateur D est a résolvante compacte.

Lorsque que l'on pense a un triplet spectral comme a une variété spinorielle quantique,
il est nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires, conditions qui permettent en
particulier de démontrer le Théoreme de reconstruction de Connes [27]. Mais a elles seules,
les deux conditions (C1) et (C2) permettent d’associer a un triplet spectral une classe en
K-homologie. En adoptant le point de vue de la théorie bi-variante de Kasparov [54], on
sait grace a des observations dues a Alain Connes que la notion de triplet spectral peut
étre étendue dans (au moins) deux directions et ce en affaiblissant la condition (C2). On
peut tout d’abord supprimer I’hypothese de compacité, ¢’est-a-dire I'hypothese d’existence
d’une unité pour I'algebre A. On se placera alors dans le cadre plus général des espaces
noncommutatifs localement compacts. A cet effet, on remplace la condition (C2) par une
condition de “compacité locale” :

(C2") : a(z + D)~! est un opérateur compact pour tout a € A et tout z ¢ Spec(D).

La deuxieme extension possible consiste a affaiblir la notion méme de compacité. Sans
vouloir aller jusqu’a la notion de compacité au sens des endomorphismes adjointables
d’un C*-module, cadre naturel de la K K-théorie, on peut trés naturellement utiliser la
notion de compacité au sens des algebres de von Neumann semi-finies. C’est le cadre de
la géométrie noncommutative semi-finie ou encore géométrie noncommutative de type II.
Plus précisément, on parle de triplet spectral semi-fini lorsque 'algebre A (unifére ou
non) est contenue dans une algebre de von Neumann N semi-finie et lorsque 'opérateur
D lui y est affilié. Rappelons qu’associée a une trace normale fidele et semi-finie 7 sur
N, il existe une notion d’opérateurs compacts : c¢’est I’adhérence en norme de 1’algébre
engendrée par les projections de traces 7 finies. Dans le cadre semi-fini et localement
compact, la condition (C?2') est remplacée par :

(C2") : a(z 4+ D)~! est un opérateur T-compact pour tout a € A et tout z ¢ Spec(D).

Mes contributions a la géométrie noncommutative semi-finie concernent la théorie de
I'intégration noncommutative et la théorie de 'indice dans le cas localement compact.
Elles sont issues de collaborations récentes avec Alan Carey, Adam Rennie, John Phillips,
Fedor Sukochev et Raimar Wulkenhaar |[16-18,43,44].

Le chapitre [6] concerne la théorie de I'intégration et constitue une synthese des résul-
tats obtenus dans les articles [16] et [43]. La notion d’intégration a laquelle nous faisons
référence est celle associée aux traces de Dixmier. Dans le cas particulier d’un triplet
spectral (p, oo)-sommable, c’est-a-dire lorsque les opérateurs a(1 + D?)7?/2 a € A, sont
dans (la version semi-finie de) 'idéal de Dixmier, l'intégrale noncommutative est donnée
par 'application linéaire

A—=C, a~ Tw(a(l + DZ)’pﬂ).

La problématique générale consiste a trouver des méthodes simples pour calculer cette
intégrale. Dans le cas semi-fini, unifére et (p, co)-sommable, on sait relier les traces de



49

Dixmier aux résidus généralisés de fonctions ¢ et aux moyennes de Cesaro des traces des
semi-groupes de la chaleur. Ces résultats ont été obtenus indépendamment par Benameur
et Fack [b] et par Carey, Philipps et Sukochev dans [20] et sont des généralisations au
cas semi-fini de résultats obtenus par Connes dans le cas des triplets spectraux uniféres
de type I. Par contre, ces résultats n’apportent aucune solution au probleme dans le cas
localement compact, semi-fini ou non. En effet, les traces T((a*(1+D2)*p/2a)5>, s > 1, sont

typiquement impossibles a calculer. Par contre, les traces T(a*(l + D?)~ps/ 2@), s>1, se
calculent facilement dans les exemples concrets. Au paragraphe [6.2] nous construisons un
cadre analytique permettant dans le cas semi-fini localement compact et (p, 0o)-sommable
de relier I'intégrale noncommutative aux résidus généralisés en s = 1 de fonctions ( de la
forme T(a*(l +D?)~rs/ 2a>, ainsi qu’aux résidus généralisés de semi-groupes de la chaleur.
Au paragraphe [6.3] nous nous intéressons au cas de sommabilité quelconque et, dans un
premier temps, compact. Notre principale découverte est un lien étroit entre les espaces de
Marcinkiewicz d’opérateurs (idéaux de Dixmier généralisés) et une théorie d’extrapolation
des espaces LP noncommutatifs. Nous déterminons dans ce cas des conditions suffisantes et
presque nécessaires pour pouvoir relier les traces de Dixmier aux fonctions ¢ et aux semi-
groupes de la chaleur. Nous obtenons aussi une application a la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels sur R” en démontrant que pour un opérateur de Hormander-Weyl
de symbole dans un espace de Marcinkiewicz commutatif, la trace de Dixmier de cet
opérateur coincide avec l'intégrale de Dixmier de son symbole.

Le chapitre [7] concerne la théorie de I'indice pour les triplets spectraux semi-finis sans
unité et constitue une syntheése des résultats obtenus dans les articles |17] et [18]. En
suivant la philosophie de Kasparov, il est facile de définir une application indice en K K-
théorie a partir d’un triplet spectral semi-fini et sans unité (A, H,D). En simplifiant un
peu la construction, avec K, la C*-algebres des opérateurs 7-compacts et Fp := D(1 +
D?)~1/2 on a un module de Kasparov (K., Fip) qui définit une classe dans K K*(A, K,),
de méme parité que le triplet. L’application indice numérique que nous regardons, est
celle donnée par le produit de Kasparov K,(A) = KK*(C,A) — Ky(KWN,71)), £ —
ERA(K(N, 1), Fp)], composé avec 'homomorphisme 7, : Ko(C) — C. En construisant un
représentant normalisé de la classe [(K(N, T), Fp)] on peut montrer que cette application
indice calcule un véritable indice au sens de Brauer-Fredholm. Il en découle aussi que
I’application indice calcule le couplage entre le caractere de Chern en cohomologie cyclique
périodique avec son homologue en homologie. Notre résultat principal est une formule
locale de l'indice du type Connes-Moscovici [29] dans ce cadre localement compact et
semi-fini. Nos résultats généralisent ceux obtenus dans le cas semi-fini et compact par
Carey, Phillips, Rennie et Sukochev [21}22], résultats basés sur une extension au cas semi-
fini des méthodes développées par Higson [49], lesquelles simplifient 'approche originale
de Connes et Moscovici [29]. La nouveauté principale de notre approche se trouve dans la
partie analytique des preuves. C’est la condition de sommabilité réguliére et la notion de
calcul pseudo-différentiel adapté qui lui est reliée (voir paragraphe qui nous a permis
de justifier analytiquement dans le cas localement compact les manipulations algébriques
de [22,123]. En étendant les méthodes de Ponge [75], nous obtenons une généralisation
du Théoreme d’Atiyah-Singer dans le cadre des variétés spinorielles a géométrie bornée.
Dans le cas d’une action des réels sur une C*-algebre munie d’une trace invariante, nous
retrouvons le Théoréme de 'indice de Phillips-Raeburn [74].
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Chapitre 6

Théorie de I’intégration pour les
espaces noncommutatifs semi-finis et
localement compacts

6.1 Notations et généralités

Dans tout ce qui suit, on se donne une algebre de von Neumann semi-finie N' C B(H)
munie d’une trace semi-finie, normale et fidele 7.

Pour p € [1,00), on note LP(N, 7) I'espace LP noncommutatif. Rappelons que contrai-
rement au cas des facteurs de type I, les espaces LP(N, 7) peuvent contenir des opéra-
teurs non bornés; les espaces LP(N, 7) ne sont en général pas des idéaux de N mais des
bi-modules sur N.

Soit F(N,7) I'idéal de N engendré par les projections de traces 7 finies et soit (N, 7)
I'adhérence de F(N,7) dans NV ; c’est la C*-algebre des opérateurs T-compacts.

Soit Lo(N,7) 'ensemble des opérateurs 7-mesurables [37]. Pour T € Ly(N, 1), on
consideére la fonction valeurs singulieres généralisées (T, t) := inf{||PT| : 7(1 — P) < t},
t > 0, ou la borne inférieure est prise sur 'ensemble des projecteurs de N [37].

6.1.1 Espaces de Marcinkiewicz d’opérateurs

Soit © 'ensemble des fonctions v : [0,00) — [0, 00), concaves, croissantes et satisfai-
sant aux propriétés suivantes :

P(0)=0 et lim ¢(t) = oo. (6.1.1)

t—00

Pour ¢ € Q, soit M, (N, 7) I'espace de Marcinkiewicz d’opérateurs T-mesurables associé :

My(N, 7)== {T € LoN,7) ||T]y := Stgngt) /Otp,(T,s) ds < oo} (6.1.2)

Si on suppose de plus que ¥(t) = O(t), t — 0, on a alors My(N,7) C N. Clest
en particulier le cas de (la version semi-finie de) I'idéal de Dixmier classique L°(N,7),
espace Marcinkiewicz associé a la fonction ¢(t) = log(1 + t). Etant donné que dans

o1
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la littérature la notation L£1°° est aussi utilisée pour désigner 'espace quasi-normé L'-
faible (c’est-a-dire I'espace des opérateurs satisfaisant a la condition u(T,t) = O(t™1)),
on utilisera & la place la notation Mee(N, 7). Soit aussi M%(N’ ,T), Padhérence dans
My(N,7) de F(N, 7) et soit finalement M}, (N, 7), p > 1, la p-convexification de I'espace
Mw(./\/ , T ) :

ME(N, 1) = {T € Lo(N,7) : |TIP € My(N, T)}.

6.1.2 Traces de Dixmier semi-finies

Par une trace sur un espace de Marcinkiewicz M., (N, 7), on entendra une forme linaire
positive, continue et invariante par conjugaison par les unitaires de N

Définition 6.1.1. Une trace sur un espace de Marcinkiewicz My,(N, T) est dite
— Singuliére, si elle s’annule sur M%(/\/', T);
— Supportée a Uinfini, si elle s’annule sur LYN,7) N My(N,7);
— Supportée en 0, si elle s’annule sur NN My(N,T);
— Normalisée, si elle prend la valeur 1 sur tout élément T € My(N,T) tel que

M(Ta t) = ¢/(t)'
Dans la suite, on s’intéressera uniquement aux traces singulieres supportées a l'infini.

On sait exactement quels sont les espaces de Marcinkiewicz qui possedent de telles traces :

Théoréme 6.1.2. (35, Theorem 3.4] Une trace singuliére supportée a l'infini existe sur
My (N, T) si et seulement si

Va>1 - 11tniionf‘fb(gj§)

On sait aussi construire toutes les traces singulieres supportées a 'infini sur un espace
de Marcinkiewicz. Pour expliquer ceci, nous avons besoin des notions suivantes :

=1. (6.1.3)

Définition 6.1.3. Soit w un état de L*(RY) et ¢ un élément de Q. On dira que w est
— Singulier si il s’annule sur Co(R%) ;
— Invariant par translations si w([:c = f(r+a)]) =w(f), Va e R:, Vfe L®RY) ;
— Invariant par dilatations si w([z — f(ax)]) = w(f), Ya € R, Vf € L®(R%);
— Invariant par exponentiations si w([z — f(z%)]) = w(f), Ya € R, Vf € L®(R%);

— p-compatible si il existe a > 1 tel que w({t oy Yla )D =1.

¥(t)
Théoréme 6.1.4. [56, Proposition 10 € Theorem 11] Soit ¥ € Q satisfaisant a (6.1.3)).

1. Soit w un état de L*(R?), v-compatible et invariant par dilatations. Alors la fonc-
tionnelle

Typw : MV, T) = Ry, Tr—>w([tr—>¢zt)/otu(T,s)d8D, (6.1.4)

est positivement additive et son extension par linéarité est une trace singuliére
normalisée et supportée a l'infini.

2. Réciproquement, toute trace singuliére, normalisée et supportée a l'infini sur [’es-
pace My(N,T) est de la forme précédente.
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Remarque 6.1.5. Le premier point du théoreme précédent est en fait une généralisation
directe de la construction de Dixmier [31]. Ainsi, nous continuerons d’appeler trace de
Dixmier toute trace singuliere normalisée et supportée a 'infini sur un espace de Mar-
cinkiewicz. L’existence de traces singulieres dans les algebres de von Neumann semi-finies
a été démontrée par Guido et al [1,|47] puis (en suivant une approche commutative) par
Dodds et al [33]. La premiére extension de la construction de Dixmier au cadre semi-fini
et pour 9(t) = log(1l + t) est due a Benameur et Fack [5].

Remarque 6.1.6. Il est important de mentionner que 'on peut aussi construire des
traces singulieres a partir d’états de L>(R* ) possédant d’autres propriétés d’invariance.
Par exemple, si w est invariant par exponentiations et 1)-compatible alors la fonctionnelle
est aussi positivement additive. Ce que nous dit le théoreme précédent, c¢’est qu’il
existe alors un autre état w’ de L*°(R?), invariant cette fois par dilatations et toujours
y-compatible, tel que 7, = 7y .. Notons aussi que pour I'idéal de Dixmier M, (N, 7),
tout état singulier de L>°(R* ) est 1)-compatible. Dans ce cas-la, a tout état invariant par
dilatations correspond une trace de Dixmier.

6.1.3 Triplets spectraux semi-finis

En analogie directe avec le cadre standard développé par Connes [26], la notion de
triplet spectral semi-fini a été introduite par Benameur et Fack [5]. Pour parler d'un
triplet spectral semi-fini et sans unité, on retiendra les conditions (C1) et (C2") :

Définition 6.1.7. Un triplet spectral semi-fini (A, H, D), relativement a (N, T), consiste
en la donnée d’un espace de Hilbert séparable H, d’une x-algébre A C N C B(H) et d’un
opérateur auto-adjoint D affilié a N tels que

1. Les éléments de A préservent le domaine de D et les commutateurs [D,al, a € A,
s’étendent en des opérateurs bornés.

2. Pour tout a € A, a(1 +D?)~Y2 € KN, 7).

On dira aussi qu’un triplet spectral est pair si il existe une graduation sur H pour laquelle
A est paire et D est impair. Dans le cas contraire, on parlera de triplet spectral impair.

Dans le cas unifere, un triplet spectral semi-fini (A, H, D) est dit finiment sommable
lorsqu'il existe s > 0 tel que (14 D?)~%/2 € LY(N, 7). Dans ce cas, on appelle dimension
spectrale du triplet le nombre positif suivant :

p:=inf {s >0 : 7'((1 +D2)_5/2> < oo}

Pour un triplet spectral semi-fini sans unité, la généralisation de la notion de sommabilité
finie est immédiate, celle de dimension spectrale ’est un peu moins. Voici celles que nous
retiendrons :

Définition 6.1.8. Un triplet spectral semi-fini sans unité (A, H,D) est finiment som-
mable si il existe s > 0 tel que a(1 +D?)~*/2 € LYN,T), pour tout a € A. Dans ce cas,
on appelle dimension spectrale du triplet, le nombre positif suivant :

p = inf {s >0 : Va€ A, T(|a|(1 + DQ)_S/Q) < oo}
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Remarque 6.1.9. Pour comprendre la définition de dimension spectrale dans le cas d’un
triplet spectral sans unité, il convient de faire les observations suivantes. D’une part, la
décomposition polaire a = v|a| d’un élément de A donne |a|(1+D?)~5/2 = v*a(1+D?)~%/2,
qui est un opérateur a trace car a(l + DQ)_S/ 2 Test par hypothése de sommabilité finie.
D’autre part il faut s’appuyer sur un résultat de Bikchentaev |11, Theorem 3], qui établit
que si 0 < A, B € N sont tels que AB € LYN, 1), alors 7(AB) > 0.

Le cas de sommabilité finie le plus largement étudié est celui de la (p, 0o)-sommabilité,

noté ici Mfog—sommabilité. Pour un triplet spectral semi-fini uniféere de dimension spectrale
p > 1, on parlera de M}, -sommabilité lorsque (1+D?)~'/2 € M, (N, 7) ou de maniére
équivalente lorsque (1 + D?)7P/2 € My, (N, 7). Cette notion se généralise a la fois au

cadre sans unité ainsi qu’a celui des espaces de Marcinkiewicz arbitraires :

Définition 6.1.10. Soit ¢ € Q satisfaisant a (6.1.3). Un triplet spectral semi-fini, sans
unité (A, H, D) et finiment sommable de dimension spectrale p > 1 est dit M;,-sommable

lorsque a(1 4+ D?)™P/2 € My (N, 1), pour tout a € A.

6.1.4 L’intégrale noncommutative

Soit 1) € Q satisfaisant & (6.1.3]). Se donnant un triplet spectral (A, H, D) semi-fini,
non nécessairement unifere et M7 -sommable, a tout état w de L*°(R%) invariant par
dilatations et ¥-compatible est associé une forme linéaire sur A, donnée par I'application

A—=-C, a— Tww(a(l + DQ)”’/2>.

Dans le cas d'un triplet spectral semi-fini, unifere et ./\/lfog—sommable, on sait que cette
forme linaire est une trace continue sur A ; c’est elle qui donne une notion naturelle d’in-
tégrale en géométrie noncommutative. Le probléme reste de savoir comment calculer cette
application. En effet, méme dans les exemples concrets, on a rarement acces explicitement
a la fonction des valeurs singulieres généralisées d'un opérateur. Dans le cas de 'idéal de
Dixmier Mog(N, 7), il existe cependant des méthodes utilisant les fonctions ¢ et le semi-
groupe de la chaleur qui permettent de calculer I'intégrale noncommutative pour un triplet
spectral semi-fini, unifere et /\/lfog-sommable. Ces méthodes reposent sur les deux résul-
tats suivants. Le premier donne des conditions nécessaires et suffisantes en termes de sa
fonction ( et de la trace de son semi-groupe de la chaleur pour qu'un opérateur positif
appartienne a 'idéal de Dixmier Mog(N, 7). Le deuxiéme permet d’exprimer les traces
de Dixmier a 'aide des fonctions ¢ et des semi-groupes de la chaleur.

Proposition 6.1.11. [24, Theorem 4.5 € Lemma 5.1] Soit T € N.

1. T € Miog(N,T) si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1 A _1\ dt
(T <o 5 s b (e
sup(s = Dr(IT|") <00 5 sup s [ (e 5 < oo

2. u(T) = O(t™1) si et seulement si :

supt ™! T(e’(tm)_l) < 0.
>0
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Remarques 6.1.12. En réalité, seule l'inégalité sup, (s — 1)7(|T|°) < ||T|log est dé-
montrée dans [24, Theorem 4.5] et seulement dans le cas des facteurs et des algebres de
von Neumann non atomiques. Des modifications minimes de la preuve de |24, Theorem
4.5] donne ’équivalence des normes dans le cas général. Ces modifications sont données
dans [16, Theorem 2.1]. L’équivalence entre la norme de M,z (N, 7) et

1 A _\ dt
-ty
Sili%) log(1 4 ) /0 T(e ) 12’

n’est en fait qu’implicite dans [24]. La preuve est explicitement donnée dans [16, Corollary
3.5]. En posant &p(t) = t_17'<e_(t|T|)7l) et avec M la moyenne de Cesaro du groupe
multiplicatif R* , on a donc T' € Mo (N, 7) si et seulement si || MEr| < 0o et pu(T) =
O(t™1) si et seulement si ||{7]|o < 00. Une question naturelle est de savoir si les normes
T — || M*¢r|le, k > 2, définissent des idéaux de A contenant strictement Mog(N, 7).
Nous démontrons qu’il n’en est rien dans [16, Lemma 2.3].

Passons maintenant en revue le résultat permettant de calculer des traces de Dixmier
a partir des fonctions ¢ et du semi-groupe de la chaleur. C’est ce résultat que l'on va

généraliser dans les paragraphes [6.2] et

Théoréme 6.1.13. Soit T € Myy(N,7);, B € N et w un état de L>(R%) invariant
par exponentiations. Alors,

v [ B
- w([A — log(11+A) /O)\T(Be(tT)_l) fﬂ) (6.1.6)

Remarque 6.1.14. La toute premiere version du Théoreme [6.1.13 a été obtenue par
Connes [26] dans le cadre de B(#), avec T mesurable (c’est-a-dire lorsque 7y, (7") ne
dépend pas de w), B = 1 et avec des hypotheses plus fortes sur w. Plusieurs améliorations
et généralisations s’ensuivent, par exemple dans [5,20,24,88|. Dans la forme dans laquelle
nous le formulons ici, ce résultat est établi dans [87]. Un tracé complet des différentes
étapes amenant a ce résultat peut étre consulté dans la monographie [6§].

Remarque 6.1.15. Les membres de droite des égalités (6.1.5) et (6.1.6) peuvent aussi
servir de point de départ a la construction de traces singulieres normalisées et supportées
a 'infini sur Myoq (N, 7). En particulier, on sait que le membre de droite de I’égalité
est linéaire pour tout état singulier w [88, Theorem 8] alors que le membre de droite de
I’égalité est linéaire si et seulement si w est invariant par dilatations |88, Proposition
18 & Theorem 22|. De plus, toute trace singuliere normalisée et supportée a l'infini est
aussi de la forme du membre de droite de 1’égalité .

Dans le cas d'un triplet spectral (A, H, D) semi-fini M, -sommable mais sans unité,
le théoreme précédent n’apporte aucune solution a la question du calcul de 'intégrale
noncommutative 4 — C, a > Tiogu (a(l + D?)~»/ 2). En effet, dans cette situation, les
traces

T((a*(1+D2)_p/2a)s) et T(e_t(a*(HDQ)_p/Qa)_l)a
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sont typiquement impossibles a calculer. Par contre, les traces
T(a*(l + D2)7ps/2a) et T(a*e*t(HDQ)p/za), (6.1.7)

se calculent dans les exemples concrets tres facilement.

Il en est de méme dans le cas d'un triplet spectral (A, H,D) semi-fini unifére mais
pour une sommabilité arbitraire. En effet, d'une part les méthodes permettant d’obtenir
le Théoreme sont fortement liées a la divergence logarithmique, en particulier au
travers de I'utilisation du Lemme de Karamata, et, d’autre part, les membres de droite des
égalités (6.1.5]) et (6.1.6) n’ont pas d’analogues évident dans le cas de la M -sommabilité.

6.2 Cas localement compact et /\/lzfog—sommable

Ce paragraphe est une synthese des résultats obtenus dans larticle [16], travail en
commun avec Alan Carey, Adam Rennie et Fedor Sukochev, dans lequel nous avons trouvé
pour un triplet spectral semi-fini, Mfog—sommable et sans unité, des hypotheses suffisantes
pour pouvoir exprimer les traces de Dixmier au moyen des fonctions .

Pour étudier cette question, formulons le probleme dans un cadre sensiblement plus
général. Soit toujours (N, 7) une algebre de von Neumann semi-finie, munie d’une trace
fideéle, semi-finie et normale et soit maintenant G € N, un opérateur tel que ker(G) = {0}.
(Dans le cas d'un triplet spectral semi-fini, sans unité de dimension spectrale p > 1 et

Ig-sommable (A, H, D), on prend G = (14 D?)7?/2) La premicre étape consiste &
construire une *-algeébre de Banach B(G) C N qui soit telle que pour tout a,b € B(G),
lopérateur aGb appartienne M, (N, 7). Pour ce faire, considérons les poids NSF (semi-
finis, normaux et fideéles) suivants sur A :

Co: Ny = [0,00], ars (s —1)7(G2aG*?), s> 1, (6.2.1)
Ex: Ny = [0,00], arms Alir(em @O gem AT x> . (6.2.2)

Définissons aussi les normes

lallc == sup Cu(a*a)'’2,  Jalle == sup (M (a*a) ) (N)'/?,
s>1 A>0

ot M désigne la moyenne de Cesaro du groupe multiplicatif R* : M f(t) = 1og1( 5 I f (s)%.
Posons finalement

B:(G) = {a eN : all¢+ lla|lc < oo} et Be(G):= {a eN : alle+ lla|le < oo}.

Ces espaces permettent d’obtenir une théorie de l'intégration noncommutative dans le
cadre semi-fini, sans unité et relativement a 'opérateur (fixé) G. Nous obtenons d’abord

un analogue de la Proposition [6.1.11]:
Proposition 6.2.1. (10, Propositions 3.3, 3.8, 3.10 & Lemma 3.4]

1. Normés avec [a — ||a|| + ||lallc + |la*|l¢] et [ — ||a|| + ||alle + [|a*||¢], les espaces
B:(G) et Be(G) deviennent des *-algébres de Banach.

2. B:(G) = Be(G) avec des normes équivalentes (par la suite, on le notera B(G)).
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3. Sia,b e B(G), alors bGa € Myog(N,T). Pour b = a*, nous avons l'estimation :

/Ot [bs (a*Ga)

4. Si de plus la fonction [X — &\(a*a)] est bornée, alors pour tout ¢ € (0,1), a*Ga €
LYV52(N, 1), avec

al| + llal® + lalZ log(1 + ). (6.2.3)

(GFa) < 5 (Sl + e @a)c )

Remarque 6.2.2. L’inégalité (3.2.11]) est le point clé de la Proposition [6.2.1} Cette inéga-
lité repose sur une analyse multi-échelle ainsi que sur 1’égalité entre o(T,t) = [i u(T,s)ds
et la fonctionnelle-K du couple de Banach (LY(N,7),N) :

K(T,t; LYN, 1), N) = inf {| Ty [y + | Toll, T =Th + To, Ty € L'N,7), Ty e N}

Pour obtenir une formule permettant de calculer une trace de Dixmier a partir des
fonctions (6.1.7) et du Théoréme|6.1.13] on a besoin de controler la différence entre a*G*a
et (a*Ga)® en norme de trace. Ce controle fait suite au résultat suivant :

Proposition 6.2.3. [16, Proposition 4.4] Soit 0 < a € N tel qu’il existe § > 0 avec
a'~? € B(G) et tel que [G,a'°] € M), (N, 7). On a alors

181{%(5 —1) HaGsa — (aGa)®

=0.
1

Remarque 6.2.4. La proposition précédente constitue le coeur de notre approche. Sa
preuve repose en particulier sur :

— Les inégalités de Ky Fan (voir [37] dans le cadre semi-fini);

— L’inégalité de Markus généralisée (voir [32] dans le cadre semi-fini) ;

— L’inégalité de Birman-Koplienko-Solomyak [12];

— Les inégalités d’opérateurs de |20, Lemma 3.3].

La proposition précédente ainsi que la version faible-* du Lemme de Karamata |20,
Theorem 2.2], donne quasi directement la réponse a la question posée ici et fournie une
version adaptée au cas localement compact du Théoreme [6.1.13]:

Théoréme 6.2.5. [16, Theorem 4.13] Soit 0 < a € N tel qu’il existe 6 > 0 avec
a'*7% € B(G) et tel que [G,a’"] € M} (N,T). On a alors pour tout état w de L*=(R?.)
mvariant par exponentiations :

( Gl+log (r~1H
Tiog.w (0G) = w({r — log(l e ]) (6.2.4)
A dt
—w<)\ log(1+ \) 1+)\ 0 T tQD' (6.2.5)

Si de plus, une des limites suivantes existe :

li _ /t (aG)ds ; lim (s — 1)7(aG®) ; l 1 /)\ ( —(tG)*)@
tggolog(l—i—t) o Hed s ; o T T ’ /\l—glolog(l—l—)\) o T\

alors elles existent toutes les trois et coincident.
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Le passage de a € B(G) positif a a € B(G) quelconque peut se faire en utilisant la
décomposition de Jordan de a, mais dans les exemples particuliers on peut généralement
en déduire le résultat du cas a quelconque directement a partir du cas a positif.

Concernant 'intégrale noncommutative dans le cadre des triplets spectraux sans unité,
on en tire les conséquences suivantes :

Corollaire 6.2.6. |16, Proposition 4.14 € Corollary 6.4] Soit (A, H, D) un triplet spec-
tral semi-fini, sans unité, de dimension spectrale p > 1 et Mog-sommable. Supposons
que tout a € A, satisfasse a = b* avec b > 0 et b'=° C B,((1 +D?)7P/2), § > 0, et avec
b, (14+D?)P%) € M}, (N, 7). Pour tout état w de L>*(R?.) invariant par exponentiations,
lapplication

A—=C, ar 7,(a(l+D*7P/?),

définit une trace positive sur A. De plus on a

7(a(1 4 D2)~»/2(+log(r) ™)
log(1+ ) D

1 A 1 2vp/2y dt
e
w({ r_>log(1—|—)\) 0 T(ae )t2

Remarques 6.2.7. Dans le cadre des triplets spectraux, I'hypothése [b, (1 4+ D?)7?/?] €

M (N, 7) se vérifie en général facilement en montrant que [b, (1 +D?)™?/%] € LN, 7),

ce qui est suffisant car LY(N,7) C M?Og (N, 7). Notons aussi que nous n’avons pas besoin
d’hypothese d’existence d’unités locales comme c’est le cas dans, par exemple, [3878], ni
méme d’hypotheése de o-unitalité pour A. Le Théoreme [6.2.5 (et son Corollaire) simplifie
considérablement certains résultats que j’ai obtenu dans ma these, en particulier [38,
Proposition 4.17] et |40, Theorem 6.1]. Ce résultat est aussi utilisé dans [44, Theorem 14],

et dans [52, Theorem 5.4].

Tiogew(a(l +D?)77/2) = w({r =

6.3 Cas localement compact et Mﬁ-sommable

Ce paragraphe est une synthese des résultats obtenus dans article [43], travail en
commun avec Fedor Sukochev, dans lequel nous donnons une généralisation du Théoreme
dans le cas d’un espace de Marcinkiewicz M, (N, 7) quelconque. Afin de séparer
les difficultés, nous nous restreignions ici au cas compact. La nouveauté de notre approche
repose sur l'utilisation d’un foncteur d’extrapolation.

6.3.1 Positionnement du probleme

La probleme que nous abordons ici est de savoir si il existe toujours un lien entre traces
de Dixmier, fonctions ¢ et semi-groupes de la chaleur pour un espace de Marcinkiewicz
général. Plus précisément, ce que I'on cherche a déterminer c’est la classe des espaces de
Marcinkiewicz pour lesquels les traces de Dixmier restent proportionnelles a 1’évidente
généralisation des membres de droite des égalités (6.1.5)) et (6.1.6)), c’est-a-dire a

o[ ") 63.1)




6.3. CAS LOCALEMENT COMPACT ET M;}-SOMMABLE 59

et a

1 A “1y dt
w([)\H w(k)/o (e ) (6.3.2)

Cette question est tout a fait naturelle étant donnée que les espaces My, (N, 7), avec
1 # log, apparaissent naturellement dans de multiples situations :

— SiTj € Migg(Nj,75), j = 1,2, alors Ty @ Ty € M2 (N1&N,, 71 ® 72). Plus géné-

ralement, si Tj € My, (Nj,7;), 7 = 1,2, alors Ty ® Ty € My(M®N2, 71 ® 13) avec
Y(t) = supy,,— Y1(t1)¢a(ta) ;

— Si T € N est tel que T(ﬁ_tTil) = O(t7|logt|?), alors T € My(N,T) avec
Y(t) = log(1+ )P si B > —1 et avec ¥(t) = log(1 + log(1 +t)) si 8 = —1.

— Si0 < f e Mpgn(RY et g € Mign(R?) (pour X un espace mesuré, M (X)
désigne 'espace de Marcinkiewicz associé a I'algebre de von Neumann commutative
L>®(X) avec comme trace I'intégrale de Lebesgue), alors f1/2(X)g(iV)f1/3(X) €
Miggnm (B(L*(R?))), généralisation naturelle de la version symétrisée de I'inégalité
de Cwickel [86, Chapter 4].

Rappelons que la condition la plus faible possible sur ¢ € ) garantissant 1’existence
de traces singulieres supportées a l'infini sur My (N, 7) est donnée par . Cette
condition utilise une limite inférieure et est donc extrémement difficile a manipuler. Une
condition plus forte et largement plus utilisée (c’est en particulier celle qui a été utilisée
dans [31]) consiste a remplacer la limite inférieure par la limite ordinaire :

. P(at)
Va>1, tliglo o)

Mentionnons la condition plus forte encore (et presque aussi largement répandue que la
précédente) :

=1. (6.3.3)

V(to(t
lim M =1, (6.3.4)
La condition que nous allons imposer ici est encore plus forte que la précédente :

»(t)

Va > 1, lalimite Ay(a):= lim

existe. (6.3.5)

Remarque 6.3.1. La condition (6.3.5)) peut se traduire par l'existence d’un indice d’ex-
ponentiation, dans le sens ou lorsqu’elle est vérifiée, on a alors A,(a) = a%64v(©), La
constante

ky = log (Ay(e)), (6.3.6)
va d’ailleurs jouer un roéle central dans ce qui suit. Observons aussi que Ay, (e) > 1, donc

ky > 0 et que si Ay(a) =1 pour un certain a > 1, alors A,(a) = 1 pour tous les a > 1.

6.3.2 Une méthode d’extrapolation

Les techniques que nous avons développées pour étendre le Théoreme [6.1.13] & des
espaces de Marcinkiewicz plus généraux reposent sur une méthode d’extrapolation que
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nous allons décrire maintenant. Rappelons quun espace de Banach F' C L' (R* )+ L>®(R*)
est dit symétrique si pour tous z € F et y € L'(R%) + L®(R%) alors |y| < |z| implique
y € F avec |lyllr < ||z]|lF et p(y,.) = p(z,.) implique y € F avec |ly||r = ||z||p. Si de
plus 5 pu(y,s)ds < [i p(z,s) ds implique y € F avec ||y||r < ||x||r, F sera dit pleinement
symétrique. Ces définitions s’étendent naturellement au cadre des espaces de Banach
d’opérateurs mesurables contenus dans L' (N, 7) + N.

Définition 6.3.2. Soit (F,|.||r) un espace de Banach symétrique de classes de fonctions
mesurables sur R’ . Pour un opérateur T-mesurable T', on considere la fonction numérique
sutvante :

nr = |p € (1,00) = ||Tl,], (6.3.7)
puis l’espace de Banach d’opérateurs T-mesurables associé :
ErN,7) = {T € Lo, 7) : |Tlle, := nrllr < o0}. (6.3.8)

On peut montrer que ’espace £ partage la plupart des propriétés de F' et est toujours
un espace pleinement symétrique. On va définir maintenant ce que I'on entend par espace
extrapolé.

Définition 6.3.3. Soit & C Lo(N,7) un espace de Banach pleinement symétrique d’opé-
rateurs T-mesurables. On dira que £ est un espace extrapolé si il existe un espace de
Banach symétrique F' de classes de fonctions mesurables sur RY tel que £ = L avec des
normes équivalentes. On définira alors X, comme la classe des espaces extrapolés qui sont
proches de LY(N,T), c’est-a-dire tels que £ C LP(N,T) continiiment pour tout p > 1, et
Eq LYN,T).

Pour ¢ € ), c’est-a-dire ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction concave et croissante
satisfaisant a la propriété (6.1.1)), on pose alors

FY = {f : (1,00) — C, mesurable : || f| ps := esssup |f(fj)| < oo},
p>1 (1Yl

Fy = {f : (1,00) = C, mesurable : ||f]|r, = essitirl)w(gp(% < oo},

et conséquemment, on définit les espaces extrapolés associés :
LYN, 7)== Lpe(N,7) et L4(N,7) = L, (N, 7).

Notre premier résultat établit que les espaces £¥(N,7) et £,(N,T) encadrent toujours
'espace de Marcinkiewicz M, (N, 7), sans aucune restriction sur ¢ € 2 :

Proposition 6.3.4. [}3, Proposition 2.13] Soit ¢ € Q. Alors £,(N,7) C My(N,T) C
LY(N,T), avec

¥(1)
s < ey < max {e, T f s
Ce que 'on cherche a comprendre maintenant, ce sont les conditions sur ¢ €  qui
garantissent 1'égalité £,(N,7) = My(N, 7). En effet, ce n’est que dans ce cadre 1a que
nous pourrons formuler nos résultats car la fonctionnelle (6.3.1) n’est bien définie que
pour T' € £, (N, 7). De maniére assez surprenante, on montre qu'une condition nécessaire

pour avoir £4(N,7) = My (N, 7) est d’avoir My(N,7) = LN, 1) :
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Proposition 6.3.5. [/5, Proposition 2.16] Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Mw(N,T) € Xy,
2. Mw(N,T) = gw(N,T),
3. 1l existe c¢,C' > 0 tels que pour tout t > 0,

tl/pfl 1 tl/pfl
C sup < ——

R T Oy RS AT

Remarque 6.3.6. Les deux propositions précédentes sont basées sur les méthodes de [3],
ou est traité le cas dual et commutatif des espaces de Marcinkiewicz proches de L*°[0, 1].
En particulier, I’équivalence entre les deux premieres conditions de la Proposition
résulte du fait que I'espace de Marcinkiewicz M (R% ) est le plus grand espace symétrique
ayant pour fonction fondamentale ¢(t) = t(t) L.

Remarque 6.3.7. La Proposition nous dit en particulier qu’on ne peut pas avoir
LyN, 1) = My(N,7) & LY(N, 1),
mais les trois autres situations sont a priori possibles. En particulier, I'égalité £, (N, 7) =
My (N, 7) est équivalente & £,(N,7) = My(N, 1) = LY(N, 7).
En utilisant une inégalité de concavité, on déduit une condition élémentaire, suffisante
pour obtenir la double égalité £,(N,7) = My(N,7) = LY (N, 7) :

Proposition 6.3.8. [/3, Proposition 2.20] Supposons que pour tout 6 > 0, lapplication
[t > t79(t)] soit décroissante et qu’il existe p > 0 tel que la fonction [t — (exp(t?))]
soit toujours concave. On a alors L4(N,7) = My(N,7) = LN, 7).

Remarque 6.3.9. La proposition précédente implique que £,(N,7) = My (N, 7) pour
P(t) =log(1+log(1+...log(1+1)...))?, B> 0.

6.3.3 Traces de Dixmier et fonctions (

Dans le cas ot £4(N,7) = My(N,7) = £Y(N, 1), le lien entre les traces de Dixmier
et les fonctionnelles repose sur le résultat suivant, une variante du Lemme de
Karamata, généralisant |20, Theorem 2.2]. C’est précisément pour pouvoir utiliser ce
résultat que nous avons besoin de la condition (6.3.5).

Lemme 6.3.10. [/3, Proposition 3.2] Soit ¢ : [0,00) — [0,00) une fonction mesurable
telle qu’il existe k > 0 avec

lim 20 ok e, (6.3.9)
)
et soit 3 :[0,00) — [0,00) une fonction croissante et continue a droite telle que
1>, }
— — "dp(t)| € L™ (RY). 6.3.10
|:7" SO(T) /0 € B( ) ( +) ( )
Alors, pour tout état w € L>*(R%)* invariant par dilatations, on a :

rHiEgD :mw({rﬁwé)/ome_t/rdﬂ(t)b. (6.3.11)

o
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Remarque 6.3.11. La version ordinaire du Lemme de Karamata se déduit du Lemme
6.3.10| pour p(t) = t*, a > 0, et lorsque la fonction donnée dans ((6.3.10) converge a
I'infini. Pour ¢ = Id, ce résultat est démontré dans |20, Theorem 2.2].

Soit maintenant ¢ € (2 satisfaisant a (6.3.5). En posant ¢ := 1 o exp, on trouve

lim p(r/n) — ke
r—00 SD(T)

ol ky, est donnée dans (6.3.6). En considérant ensuite la fonction 5(t) := T(T ET(e_t)), ol
Er est la famille spectrale de T' > 0, on se retrouve exactement dans le cadre du Lemme
6.3.10, En effectuant quelques manipulations classiques utilisant les propriétés des limites
généralisées, on en déduit une premiere partie du résultat cherché :

Théoréme 6.3.12. [/5, Theorem 3.4] Supposons que 1 € § satisfasse d la condition
(6.3.5) et que de plus £4(N, 7) = My(N, 7). Alors, pour tout w, état de L= (RY.) invariant
par exponentiations, tout T € My(N,7)T et tout B € N, on a

Tpw(BT) = M w([r — T<BT;+(;/)log(T))D, (6.3.12)

ot la constante ky, est donnée dans (6.3.6).

Remarque 6.3.13. Notons que nos conditions sur @ € €) sont vraisemblablement né-
cessaires aussi. En effet, pour que le membre de droite de 1’égalité ((6.3.12]) soit défini, il
faut que la condition d’égalité £,(N,7) = My (N, 7) soit satisfaite et que la constante
ky existe.

Par exemple, pour ¥(t) = log(1 + t'/#)% 3 > 0, la condition (6.3.5)) est satisfaite
avec ky = /3 et on a aussi £4(N,7) = My(N,7) d’apres la Proposition [6.3.8] Ainsi, le
Théoréme [6.3.12f donne pour tout 7' € My (N, 7)), B € N et tout état w invariant par
exponentiations :

Typw(BT) = F(lﬁjﬁ) w({r > W])

En particulier, lorsque § = n € N, et lorsque qu’elle est méromorphe, la fonction ¢ d’un
opérateur T' € Moen (N, 7)F a un pole d’ordre au plus n en z = 1. Cela généralise un fait
bien connu : lorsque qu’elle est méromorphe, la fonction ¢ d'un opérateur T' € Mg (N, 7)F
a un pole au plus simple en z = 1.

Un autre exemple est celui de la fonction ¥ (t) = log(1 + log(1 + t)). Dans ce cas,
ky = 0 et £,(N,7) = My(N,7) d’apres la Proposition Ainsi, pour tout T €
Mlogolog(/\/ ,7)T, B € N et tout état w invariant par exponentiations, on a :

T(BTHIOJW)D

Tyw(BT) = ”({r ™ Tlog(log(r)
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6.3.4 Traces de Dixmier et semi-groupe de la chaleur

Pour relier maintenant la trace de Dixmier a la fonctionnelle (6.3.2)), il est naturel
d’introduire la classe des opérateurs T-mesurables suivante :

Définition 6.3.14. Pour € Q, on définit Cy,(N, T) comme étant l'ensemble des éléments
de N tels que :

1 A —1|p|—1 du
su (e 1Tl — < 0. 6.3.13
s oy 7l ) (6:3.13)

Bien évidement, on a

[ (et S = (e,

de telle sorte que la condition (6.3.13)) est équivalente a

r(|T|e 11T
[/\r—> ( lwm )} e L™(R?).

Mais cette observation n’est guere utile au vu de nos motivations qui consistent a dériver
des formules pour les traces de Dixmier a partir de 'asymptotique du noyau de la chaleur.
La fagon correcte de comprendre la condition (6.3.13) est la suivante. On écrit tout d’abord

1A g due 1 (e T
M/O (e )uQZw(A)/o V.

Ensuite, avec C' l'opérateur de Cesaro du groupe additif (R, +) :

A
C:L®([RY) = L°(RL), [ {)\ - i/ Fw) du].
0
I'opérateur

Co+ I=(B3) > L3R, [ [rm s [ ) 4f(w) du},

n’est rien d’autre que la moyenne de Cesaro conjugué par ¢ : Cy(f

).

Ainsi, on en déduit qu'une condition suffisante pour avoir 1" € Cy, (N 7') est donnee par :
Nl | Iy
—»————21 c L%(RY).
{ 2907 (\) ] (R%)
Par exemple, une majoration du type

T(e—tlT“l) < Ct logtl’, B> -1,

implique que 7' € Cy, (N, 7) pour ¥(t) = log(1 + t/1+A)1+8 lorsque B > —1. Lorsque
p = —1 cela implique que T' € Cy(N, 7) pour ¢(t) = log(1 + log(1 + t)).

Le résultat suivant donne un encadrement de C, (N, 7) qui, ici aussi, est valable sans
aucune condition sur ¢ € Q.
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Proposition 6.3.15. [43, Propositions 4.8 € 4.4] Soit ¢ € Q. Alors £4(N,7) C
Cy(N,7) C My(N, 7). Plus précisément, on a pour T € N :

)\ 1 A -1 -1 du
Tl < |IT ST (/ —u T +1>,
Tl U1 sup s + 5w s (), (e )

et

1 A _umip-1y du 1/log(A) 1+1/log(A)
w)/o (e ) 3 < B T

Notons aussi que la condition ([6.3.4)) est intimement liée a 'espace Cy (N, 7) :

Proposition 6.3.16. /453, Corollary 4.6] Si ¢ € Q satisfait la condition (6.3.4)), alors
CoN,7) = My(N, 7).

On en déduit ainsi que la condition est nécessaire pour avoir une égalité entre
les traces de Dixmier et les fonctionnelles . Cela dit, étant donné que nous nous
servons du Lemme pour identifier les fonctionnelles (6.3.2)) et (6.3.1)), nous sommes
contraint d’utiliser la condition plus forte dans le résultat suivant :

Théoréme 6.3.17. [/5, Theorem 4.7] Supposons que b € § satisfasse a la condition
(6.3.9)) et que de plus £,(N,7) = My(N, 7). Alors, pour tout w, état de L>(R?.) invariant
par exponentiations, tout T € My(N,7)T et tout B € N, on a

Tpw(BT) = w([)\ > w(l/\)/lAr(Bet‘lT—l) :ZD

6.3.5 Application aux opérateurs pseudo-différentiels sur R"

Nous allons maintenant donner une application de nos résultats aux opérateurs pseudo-
différentiels sur R™. Les résultats que nous avons obtenus dans ce cadre-1a, sont inspirés
des travaux de Nicola et Rodino [71] et les généralisent dans plusieurs directions :

— Nos résultats s’appliquent a tous les espaces M, (B(L2(Rn)),Tr), avec 1 €
satisfaisant aux conditions du Théoréme [6.3.12] et non pas seulement a l’espace
L'-faible sur B(L*(R™)) comme c’est le cas dans [71];

— Nos hypotheses sur la fonction de Planck (définie dans ) sont beaucoup
plus faibles que celles utilisées dans |71] ;

— Nous sommes capables de donner une formule pour la trace de Dixmier d’un opé-
rateur pseudo-différentiel a partir de son symbole.

On se place ici dans le cadre du calcul pseudo-différentiel de Weyl avec des symboles
dans les classes d’Hormander. Rappelons que I'action d’un opérateur pseudo-différentiel
OPw (T), de symbole T' € S'(R?*"), dans le schéma de la quantification de Weyl sur un
vecteur ¢ € S(R™) est donnée par :

(OPw(T)6)(x) = (2m) ™" [ el

- i€ (=y) T(

&) dly)dryd'e.

L’aspect le plus important concernant la quantification de Weyl est qu’elle transforme un
symbole réel en un opérateur auto-adjoint et qu’elle réalise une isométrie surjective de
L?*(R?") sur I'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L*(R™).
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Nous considérons ici des symboles dans les classes de Hormander S(m, g). Rappelons
que l'espace S(m, g) est associé a une métrique ¢ a variation lente et o-tempérée sur R?"
et & une fonction poids m : R** — R* | g-continue et (o, g)-tempérée (voir |51}, Definition
18.5.1] pour plus de détails). Les espaces S(m, g) sont Fréchet pour la topologie associée
aux semi-normes :

‘f(k)((x,g);Xl, . 7Xk)‘

im,g ‘= SUpP < oo, keN, 6.3.14
= S ) g0 CV .- g ()P (0:314)
ot la borne supérieure est prise sur (z,§) € R* et sur Xi,..., X, € TpeoR™ et
f(k)((x,g); s ) est la forme multi-linéaire sur T, ¢R*", donnée par la différentielle

d’ordre k € N de la fonction f au point (z,£) € R?*". On note OPS(m, g) l'espace des
opérateurs pseudo-différentiels de Weyl avec des symboles dans la classe de Hérmander
S(m, g). On définit aussi ¢7, la métrique symplecto-dual de g, par :

9e(t,7) =sup {o(t,7iy,m)? : guelym) =1}, (2,0, (t,7) € R,

olt ¢ est la forme symplectique standard de R?*" ~ T*R". On pose finalement h,, la
fonction de Planck, définie par :

2 . gz,&(tﬂ_)
hy(z,§) == sup ===

6.3.15
(tr)eren gg ¢(t, ) ( )

Nous supposerons ici que h, € LN L>®(R?"), ¢ > 1. Cette hypothése est strictement plus
faible que celle utilisée dans [71], ot les auteurs supposent que hy(z, &) < C(1+]z|+[£])~°.
Rappelons les faits importants du calcul de Hormander-Weyl (pour les détails et défi-
nitions précises, on pourra consulter [51, Chapter XVIII]) :
— OPy envoie continfiment S(m, g) dans B(L*(R")) si et seulement si m € L>(R?*")
[51, Theorem 18.6.3];
— OPy envoie contintiment S(m, g) dans KC(L*(R™)) si et seulement si limm =0 [51,
Theorem 18.6.6] ;
— On a lestimation en norme de trace suivante |50, Theorem 3.9] : pour tout k € N,
il existe C, > 0 telle que pour tout f € S(m,g), on a

1OPw (Il < Crlllfllx + Ingmllell fllksm.g) ; (6.3.16)
— Finalement, [51, Theorem 18.5.4], on a
OPS(m1, g) OPS(ma, g) C OPS(mims, g),
et si f; € S(mj,g), j = 1,2, alors
OPw (f1)OPw(f2) — OPw(fif2) € OPS(mimahy, g). (6.3.17)
Les propriétés suivantes, issues de [71], sont a la base de nos résultats :

Proposition 6.3.18. (71, Lemma 3.2 & Theorem 3.3] Soit (g, m) comme précédemment.
Supposons de plus que im, )00 m(z,y) = 0 et qu’il existe ¢ > 1 tel que hy € L= (R*™)N
LA(R*™). Alors :
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1. Il existe ¢ > 0, tel qu’en posant m = (c+m~1) "1, Uopérateur OPy (™) est positif
et inversible, d’inverse dans OPS(m,g) (donc compact).
2. Pour toutt >0, on a
e~ tOPw(m™1) _ OPw (b)) + Sy,

ot {b;}is0 est une famille bornée dans S(1,g), satisfaisant |b;| < Ce™"™/2 et ou
{St}i=0 est une famille d’opérateurs d trace satisfaisant d ||S¢||y < C't.

A partir du résultat précédent et en utilisant une méthode de comparaison a 'opérateur
modele OPyy (™')™, on montre facilement que si m satisfait & la condition :

_ dt
supw //R% mH @) d"a:d"ﬁ < 00, (6.3.18)

A>0

alors, OPS(m,g) C MML%R”)) continiiment. En utilisant la Définition on voit
que la condition précédente signifie que la fonction poids m appartient a espace Cy(R?"),
i.e. l'espace Cy (N, 7) pour N' = L>®(R*") et 7 donnée par I'intégrale de Lebesgue. Ainsi,
quand 1 € Q satisfait a la condition (6.3.4)), le Corollaire montre que cet espace
coincide avec I'espace de Marcinkiewicz commutatif M, (R?*). On obtient alors le résultat
d’existence suivant :

Théoréme 6.3.19. [/5, Theorem 5.4] Supposons que b € § satisfasse d la condition
(6.3.4)), qu’il existe ¢ > 1 tel que hy, € L®(R*) N LYR*") et que m € My(R*"). On a
alors OPS(m, g) C My, (LQ(R")) continiment.

Dans la suite, on utilisera la notation [, , pour désigner la trace de Dixmier (associée a
1 et w) pour l'algeébre de von Neumann commutative L>(R?") avec I'intégrale de Lebesgue
pour trace. On appellera cette trace de Dixmier particuliere, I'intégrale de Dixmier. En
combinant le Théoreme avec la Proposition [6.3.18, on déduit que lorsqu’elle existe,
la trace de Dixmier d’un opérateur pseudo-différentiel d’Hormander-Weyl coincide avec
I'intégrale de Dixmier de son symbole. Ce résultat compléete une propriété classique dans
le calcul de Weyl : lorsqu’elle existe, la trace d’un opérateur pseudo-différentiel coincide
avec 'intégrale de son symbole.

Théoréme 6.3.20. [4/5, Theorem 5.6] Supposons que b € § satisfasse a la condition
(6.3.5), que £, = My, qu’il existe ¢ > 1 tel que hy € L>®(R?™) N LY(R?") et que m €
My(R?*™). Alors, pour tout symbole f € S(m,g) et tout w état de L®(R%) invariant par
exponentiations, on a :

TI'w w OPW / f

On combinant les Théoremes|6.3.12et[6.3.20 on déduit finalement une méthode simple
pour le calcul de la trace de Dixmier d’un opérateur pseudo-différentiel sur R™ :
Corollaire 6.3.21. [/3, Corollary 5.7] Sous les hypothéses du Théoréme on a :

1 1
Try., (0] = — ([ |_>7/ , ’ l/log(r)dn A" :|>7

ot ky est la constante associée a ¢ € 2 donnée dans (6.3.6)).

Remarque 6.3.22. Il est tres vraisemblable que les résultats de ce paragraphe s’étendent
au cas des opérateurs pseudo-différentiels sur les variétés Riemanniennes a géométrie
bornée avec des symboles dans les classes de Shubin [85].



Chapitre 7

Théorie de I’indice pour les espaces
noncommutatifs semi-finis et
localement compacts

7.1 Le probleme de I’indice

Dans ce qui suit, on considére toujours une algébre de von Neumann semi-finie NV,
représentée fidelement sur B(#H) et munie d'une trace normale, fidele et semi-finie 7.
Soit aussi (A, H, D) un triplet spectral semi-fini et sans unité. Ici, on supposera aussi .4
séparable. Un peu plus loin, on supposera aussi que (A, H,D) est finiment sommable de
dimension spectrale p > 1 (voir Définition [6.1.8)).

7.1.1 L’application indice en K K-théorie

Naivement, on voudrait & partir d’un triplet spectral semi-fini, sans unité (A, H, D) et
de parité x = 0, 1, définir une classe [(X, F')] dans KK*(A4, (N, 7)) de la fagon suivante :

— X :=K(N,7) vu comme un C*-module & droite sur lui-méme;

— A, la C"*-complétion de A, agit sur X par multiplication a gauche;

— F:=D(E+D*) 2 e>0.
Cependant, cette classe n’est pas bien définie en général car (N, 7), vu comme C*-
module sur lui-méme, n’est en général pas dénombrablement engendré. En effet, nous
avons Endy (KN, 7)) = KN, 7) alors que K(A,7) n'est en général pas o-unital.
Pour palier a ce probléme, on peut tout simplement remplacer (N, 7) par C, sa sous-
C*-algebre engendrée par les opérateurs suivants :

[F,a], b[F,a], F|F,a], FblF,a], ap(D), a,be A ¢ec Cy(R).

Evidemment, lorsque A est séparable C' est une sous-C*-algébre séparable de KN, T) et
on a donc une classe [(C, F)] bien définie dans K K*(A, C) (de méme parité que celle de
(A, H,D) et indépendante de ¢) a laquelle est maintenant associée une application indice
en K-théorie via le produit de Kasparov :

K.(A) = KK*(C,A) » Ko(C), [a] = 2] @4 [(X,F)). (7.1.1)

67
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On sait d’apres [53, Theorem 18.4.4] que F(N, 1), I'idéal engendré par les projections
de traces finies, est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans (N, 7). Comme de
plus F(N,7) est dense dans IC(N,7), C N F(N,7) est dense dans C' et est stable par
calcul fonctionnel holomorphe. Ainsi, tout élément de Ky(C') est de la forme [e] — [f] ou
e, f € M,(CNFWN,7)® C). Finalement, comme F(N,7) C LYN,7), la trace 7 induit
un homomorphisme :

Tx © K()(C) — R.

En composant cet homomorphisme avec ’application indice en K-théorie, on obtient une
application “indice numérique”, que l'on voit comme un couplage entre la classe d'un
triplet spectral (A, H, D) en K K-théorie avec la K-théorie de A :

(A, D)) - Ko(A) — R. (7.1.2)

7.1.2 L’application indice numérique

On va maintenant relier notre application “indice numérique” & un vrai probléme de
'indice au sens Brauer-Fredholm [13}14] (voir aussi [74] dans le cas ou N n’est pas un
facteur). Rappelons qu'un opérateur T" € N est 7-Fredholm si son image dans 1'algeébre
de Calkin N'/K(N,7) est inversible. L’indice de Brauer d’un opérateur 7-Fredholm T est
alors défini par

T-Index(T) = 7(Qxerr) — T(Qxer 1)

ol Qxerr Sont Qyer 7+ les projections sur les noyaux de 7' et de T.

Remarque 7.1.1. L’indice de Brauer possede les méme propriétés fonctorielles que son
homologue dans B(#) mais prend des valeurs réelles.

Notre objectif est alors de trouver un représentant de la classe [(X, F))] € KK*(A,C)
construite précédemment, donnant lieu a des opérateurs 7-Fredholm et tel que le couplage
([z], [(A, H,D)]), [z] € K.(A) calcule cet indice. Nous devons pour cela modifier D pour
le rendre inversible, sans pour autant changer de classe dans K K*(A,C). On obtiendra
alors un module de Kasparov normalisé, c’est-a-dire tel que F2 = 1. (On sait d’apres [25,
Proposition 12] qu’a une addition d'un module dégénéré prés, tout module de Kasparov
est opérateur-homotope a un module de Kasparov normalisé.) Observons que dans notre
situation le noyau de 'opérateur D peut étre de dimension infinie (c’est dors et déja le cas
pour un triplet spectral semi-fini et unifere ou encore pour un triplet spectral ordinaire
et sans unité) et que I'astuce habituelle consistant a ajouter a l'espace de Hilbert H une
copie supplémentaire du noyau de D ne fonctionne plus. On suit alors la construction
donnée dans 26| P. 68] du triplet spectral “double” : on fixe un parameétre de masse p > 0
et on effectue les transformations

(D . (a0
H— HDH, D|—>DH.—<M —D)’ av— a:= <0 0), Va € A.

Plus généralement, lorsque x est un élément de M, (A & C), on pose

. ("g m?x)) € Myn(A® C),
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oum, : M,(A®C) — M,(C) est 'application quotient. Comme D, est inversible, on peut
poser F, := D,|D,|"!. On montre alors facilement que la classe de (C' @ C, F},) coincide
avec celle de (C, F') dans KK*(A,C). On pose aussi P, := (1 + F},)/2 dans le cas impair
et on utilise la graduation v & —v dans le cas pair.

En utilisant des méthodes usuelles, on montre facilement que pour e une projection
(dans le cas pair) et w un unitaire (dans le cas impair) choisis dans M, (A & C), les
opérateurs

e(fu, ®@ld,)e et (P, ®I1d,)a(P, ®1d,),

sont (7 & try, )-Fredholm et que de plus

([e] = [ma()], [(A, H, D)) = 7 @ trg,-Index (&(F,, @ Id,)e),
{[u], (A, H,D)]) = 7 @ try,-Index (P, ® Id, )i P, ©1d,)).

Dans le cas impair, on peut en fait se passer de la procédure de “doublement” du
triplet spectral. En effet, en posant P := x(0,.)(D), pour tout unitaire v € M, (A ® C),
lopérateur (P ® Id,,)u(P ® Id,,) est (7 ® tr,)-Fredholm et on a aussi

([ul, [(A,H, D)) = 7 @ tr,- Index (P @ Id,Ju(P ® 1d,)).

Supposons maintenant que (A, H, D) soit finiment sommable, de parité x = 0,1, de
dimension spectrale p > 1 et que |p| = *mod2. On a alors [F,,a] € LP(N,T) pour
tout a € A (c’est-a-dire que le module de Fredholm semi-fini (F),,H & #H) pour A est
p-sommable) et dans ce cas, le couplage indice numérique peut aussi se calculer comme
le couplage en degré |p| du caractere de Chern en cohomologie cyclique périodique avec
son homologue en homologie :

(e] = [m()], [(A, H, D)]) = Chipq, (Chyp (6)),  cas pair, (7.1.3)
([u], [(A,H, D)) = —(2im) /2 ChiP’ 1y (Chyyy (@), cas impair,

avec, en posant 7'(T) := s7(F,(F,T + TF),)),

k
wTI(VCLO[Fm al] cee [F/u ak])u k pair,
Chlz’u(a(]?alw"uak) = ’ (714)

k
\/ZF(QJI) m'(ao[Fy,a1] ... [Fy,a]), k impair.

et si e € A @ C est une projection, Chg(e) = e et pour k > 1

Chgi(e) = (—1)’“(2;;)!

siu € A& C est un unitaire, pour k > 0

(e—1/2)Re® - ®e, (7.1.5)

Chopr1(u) = (1) kv @u® - @ u* @ u.

Le bénéfice de 1'égalité ([7.1.3) est d’avoir une formule explicite pour 'application
I'indice numérique (7.1.2). Par contre, son calcul reste délicat étant donné son caracteére
hautement non local. Dans le cas d’un triplet spectral unifére ordinaire (i.e. N' = B(H) et
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7 = Tr), Connes et Moscovici [29] ont résolu ce probléme en construisant un représentant
local du caractére de Chern ; local dans le sens ou il ne fait apparaitre que des résidus de
fonctions zeta de certains opérateurs. En adaptant les techniques d’Higson [49] au cadre
semi-fini, une formule locale de Iindice a été obtenue par mes collaborateurs dans [21}22]
dans le cas semi-fini et unifere. Ce que nous démontrons ici c¢’est une formule analogue
dans le cas semi-fini et non unifere. L’outil principal est la construction d’une version
adaptée au cas sans unité du calcul pseudo-différentiel de Connes et Moscovici [29).

7.2 Un calcul pseudo-différentiel adapté

La premiere étape pour définir notre calcul pseudo-différentiel adapté au cas loca-
lement compact consiste a affiner la théorie de l'intégration donnée au paragraphe [6.2]
Pour un triplet spectral (A, H, D) semi-fini, sans unité et finiment sommable de dimension
spectrale p > 1, nous considérons la famille des poids fideles, normaux et semi-finis sur
N, donnés par

T €Ny @u(T) i=7((1+ D)1+ D*) /") € [0, 4], s>p.

En définissant L*(N, p,) comme étant I'espace GNS du poids ¢, on considére la variante
Fréchet de D'algebre de Banach B((1 + D?)~?/?) donnée dans la Proposition :

BuD.p) =N 0 ([ P, 0) 0 LN 0.

On munira By(D, p) de la topologie associée a la famille de semi-normes :

* 1/2 *
Qn(T) == (ITI? + psam(IT1?) + @pr1m(IT°) 7, neN

Finalement, on introduit l'espace B (D, p) des éléments intégrables, comme I'image sous
la multiplication du produit tensoriel projectif de deux copies de By (D, p) :

Bl(Dvp) = m<BQ(Dap> ®7T BQ(Dap)) - N
On montre alors que cet espace possede de tres bonnes propriétés, en particulier :

Proposition 7.2.1. (17, Theorem 1.10, Propositions 1.14, 1.18 € 1.19]

1. Munie de la topologie associée aux semi-normes :

Pn(T) ;= inf { Z Qn(TI,z’) Qn(TZ,i) T'= ZTI,Z’TZh Tl,z'a T2,z' € 52(7)727)};
i=1

i=1
L’espace By(D,p) est une sous-x-algébre de Fréchet de N, stable par calcul fonc-
tionnel holomorphe.

2. Tout élément T € By(D,p) est de la forme T =Ty — Ty +iT5 — iTy avec 0 < T},
le/z € By(D, p). Cependant, cette décomposition ne coincide pas forcément avec la
décomposition de Jordan de T dans N .
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3. Supposons qu’il existe une sous-algebre de von Neumann M C N telle que pour
tout n € N, la restriction du poids @, a M soit une trace semi-finie, fidele et
normale. On a alors,

Bi(D,p) M = () LM, 7) M,

n>1
et de plus Po(:) = | - || + 2| - ||., ot || - ||, est la norme de LY(M,T,).
Voici la raison principale pour introduire 'espace B, (D, p) :

Proposition 7.2.2. 17, Proposition 2.17] Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini,
sans unité et finiment sommable de dimension spectrale p > 1. Alors, A C By(D,p).

Nous allons maintenant voir que modulo une condition supplémentaire de régularité,
la condition A C B;(D,p) est aussi suffisante pour avoir un triplet spectral finiment
sommable. Comme a 'accoutumé, la régularité d’un triplet spectral se mesure au moyen

de la dérivation (partiellement définie) §(7T") := [|D|, T]. On introduit alors la version lisse
de By(D,p) :
BY¥(D,p) == () Bi(D,p),
k=0
avec

Bi(D,p) :={T €N :¥I=0,....k 0"(T) € B/(D,p)}.

On montre aussi que B°(D, p) est une x-algebre de Fréchet, stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans N
On a alors une réciproque partielle a la Proposition :

Proposition 7.2.3. 17, Proposition 2.16] Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini,
sans unité tel qu’il existe p > 1 avec A C B°(D,p). Alors (A, H,D) est finiment som-
mable, de dimension spectrale le plus petit p possible.

Les deux résultats précédents justifient 'introduction de la définition suivante :

Définition 7.2.4. Un triplet spectral (A, H,D) est réguliérement sommable si il existe
p > 0 tel que
AU [D, Al C B*(D,p).

Rappelons que pour un triplet spectral semi-fini avec élément unité, on définit les
opérateurs pseudo-différentiels d’ordre » € R comme :

OP" = (1 +D2)T/Q< N domé”), reR,  OP":=|]JOP".

neN reR

Il est évident que cette notion continue a avoir du sens dans le cas d'un triplet spectral
sans unité mais, par contre, elle est de pietre utilité car ici U,.oOP" n’est a priori pas
contenu dans les opérateurs T-compacts. A la place, on définit une notion d’opérateurs
pseudo-différentiels adaptée a notre situation :
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Définition 7.2.5. L’espace OP := UOPS, des opérateurs pseudo-différentiels modérés
reR
est donné par :

OPj = (1+D*)"°BX(D,p), reR.

La topologie naturelle sur OP{ est associée a la famille de semi-norme :

(1) =P (L+D)7PT), n=1,23..., 1=012.. . (7.2.1)

n,l

Pour ne pas alourdir les notations, nous ne faisons pas explicitement apparaitre la
dépendance de OP{, dans les choix de D et p > 1. Les opérateurs pseudo-différentiels mo-
dérés généralisent leurs analogues du cas compact et possedent des propriétés analogues.
Notons cependant que les opérateurs “différentiels”, c¢’est-a-dire les polynomes en D, ne
sont pas des opérateurs pseudo-différentiels modérés.

Proposition 7.2.6. (17, Corollary 1.30 & Lemma 1.31]

1. OP} est un espace de Fréchet, OP) une algébre de Fréchet et on a une inclusion
continue OPy C OP".

2. Pour tousr,s €R, on a (OPS OP'uU OP* OPS) c OpPy*t.
3. OP’ C N, [ JOP" C K(W,7) et |J OPy C L' (N, 7).

r<0 r<—p

7.3 Une formule locale de I’indice

Pour formuler notre version du théoréme local de 'indice, nous avons besoin d’intro-
duire la notion de dimension spectrale isolée, une notion plus faible que la notion standard
de spectre de dimension discret (c.f. [29]) :

Définition 7.3.1. Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini, sans unité et réquliérement
sommable de dimension spectrale p > 1. Considérons alors les éléments b € N, de la
forme

b=ag dagkl) covdalfm) (14 D2)IR=m2 g0 an, € A,

avec k € N™, |k| = ki + -+ + ky, da := [D,a] et da™ est défini par récurrence par
da® = 2 da(k_l)]. On dira que la dimension spectrale est isolée si pour tout b € N de
la forme précédente, la fonction zéta :

G(2) =7 (b(1+D*) ), R(z)>p,

admet un prolongement méromorphe sur un ouvert contenant un voisinage de z = 0 et
holomorphe sur {|z| < p} \ {0}, pour un certain p > 0. Dans ce cas, on pose

7j(b) = res 2/ G(2), j € {-1}UN,

Nous allons maintenant introduire deux cocycles en cohomologie cyclique réduite (voir
[66, Chapter 2]) pour A @ C, le cocycle résiduel et le cocycle résolvant.
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Définition 7.3.2. Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini, sans unité, régquliérement
sommable de dimension spectrale isolée p > 1, de parité + = 0 ou x = 1, soit M le plus
grand entier de méme parité que le triplet dans Uintervalle [0,p + 1] et soit aussi

a(k’)_l = lﬁ' e km'<k1 + 1)(]{?1 + kQ —f- 2) e (lk’| —f- m), k - Nm,

h = |k| + (m — %) /2. Définissons finalement oy, ; par les relations

n—1 n n—1
Meeieh=Svon =t [le+)-Tea, =0
=0 =0 j=0

On définit alors le cocycle résiduel comme étant donné par la collection finie des fonction-
nelles multilinéaires et continues ¢ = (Pm)m—ssi2.. 1, Om : AT — C, ot

Po(ao) = 7-1(ag), ao € A,

et pourm=1,..., M, ag,...,a, € A

Omag, ..., an) =
M—m h

(V2ir)* 30 (=1)Fa(k) 30 on; 71 (%Lo dalF . dal) (1 + Dz)_|k|_m/2>.
|k|=0 Jj=1—x

Pour définir le cocycle résolvant, nous avons besoin d’introduire sur OPy, les formes
multilinéaires suivantes :

Définition 7.3.3. Soient m € N, s e RT, r € C et Ay, ..., A, € OP" tel qu’il existe i,
avec A;, € OPgiO. Pour |k| — 2m < 2R(r), on définit

Aoy oy Ao = —— ( / NP2 A R, (A)---AmRS()\)dA), (7.3.1)

271
ou vy est la Zy-graduation dans le cas pair et ['identité dans le cas impair et

1

B = 52 (1+s2+D2)

On va maintenant définir les composantes du cocycle résolvant en termes des formes
multilinéaires (-, ..., )mrs

Définition 7.3.4. Pourm =x*, x+2 ..., M (M est le plus grand entier de méme parité
que le triplet dans Uintervalle [0, p + 1]), on introduit les constantes n,, par

N\ omae1 L(m/2 +1
= (V) 2 R

Pour R(r) > (1 —m)/2, la m-iéme composante du cocycle résolvant ¢", : A QR A®™ — C
est définie par :

or (ag, ..., ay) = nm/ s"(ag, day, ..., damy)mrs ds.
0
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Remarque 7.3.5. C’est grace aux propriétés des opérateurs pseudo-différentiels modé-
rés, que le cocycle résolvant est bien défini. Plus précisément, on montre que le cocycle
résolvant est continu et prend ses valeurs dans 'anneau O,, des fonctions analytiques sur
le demi-plan H,, := {R(z) > (1 —m)/2} dans le parametre r.

En suivant les méthodes de [49] et leurs généralisations au cas semi-fini compact [21,22],
on montre que le cocycle résolvant est bien évidemment un cocycle dans le (b, B)-complexe
réduit en cohomologie cyclique. Plus précisément, on a :

Proposition 7.3.6. (17, Propositions 3.17, 3.19 & 3.20] Soit m = *,x+2,..., M.
1. L’application

o, = |(ag,...,am) € ABmED) {T € H, — ¢ (aop,... ,am)H,

m+1

envoie continument A sur O,),.

2. Il existe 6 > 0 tel que la cochaine (¢7)M_, soit un (b, B)-cocycle réduit de parité *

pour A, modulo une fonction holomorphe sur le demi-plan R(r) > (1 —p)/2 — 0.

3. Si de plus la dimension spectrale est isolée, alors il existe un voisinage ouvert U
du point critique (1 — p)/2, tel que pour tous m = x,* +2,..., M et ag,...,an,
Uapplication [r — ¢! (ag, ..., am)] € On, posséde un prolongement holomorphe sur
U\ {(1 —p)/2} et méromorphe sur U. De plus, le cocycle résiduel est un (b, B)-
cocycle réduit et on a

res C G0y ey ) = Gm(Goy -y Q).
T:(lfp)/2¢m( 0 ) ¢ (0 )

Finalement, on montre que les cocycles résolvant et résiduel sont dans la méme classe
de cohomologie que celle du caractere de Chern en degré M :

Proposition 7.3.7. [17, Theorem 3.29]

1. A un cobord prés, le cocycle résolvant est proportionnel au caractére de Chern en
degré M :

[(Grn.] = [ = (1=p)/2)7" Chif |,
dans le (b, B)-bi-complex d coefficients dans Oy.

2. Si de plus la dimension spectrale est isolée, alors a un cobord pres, le cocylce résiduel
coincide avec caractére de Chern en degré M :

[(Gm)n.] = [Cnil],

De ce résultat découle immédiatement une version du théoreme local de I'indice pour
les espaces noncommutatifs semi-finis et localement compacts :

Théoréme 7.3.8. |17, Theorem 3.33] Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini, sans
unité, régulierement sommable, de dimension spectrale p > 1, de parité x =0 ou x =1 et
avec A séparable.
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1. Pour tout unitaire w € M, (A ® C) si x = 1 ou tout projecteur e € M,(A & C) si
x*x =0, on a

M

(WL(ARD]) == res Y 4 (Ch7(w),

m=1, impair

([e] = [ma(e)], [(A,H, D)]) = _res > 6 (Ch" () = Ch™ (mu(e))).

r=(1-p)/2 m=0, pair
2. Si de plus la dimension spectrale est isolée, on a

—1

<[U],[(A7H,D)]>=\/2—m > bm(Ch"(w),

m=1, impair

(le] = [ma(@)] (AH D)) = X 6 (Ch™(e) = Ch™(mi(e))).

m=0, pair

Remarque 7.3.9. La partie algébrique de la preuve du théoréme précédent est tout
a fait similaire a son analogue du cas semi-fini et compact donné par Carey, Philipps,
Rennie et Sukochev dans [22,23]. La nouveauté de notre approche se trouve dans la partie
analytique de la preuve; c’est 'introduction de notre calcul pseudo-différentiel adapté au
cas localement compact qui nous a permis de justifier analytiquement les manipulations
algébriques de 'approche donnée dans [22}23].

7.3.1 Une formule du type McKean-Singer

Dans le cas pair, on peut relier notre formule locale de I'indice (Théoréeme|7.3.8)) & une
formule du type McKean-Singer.
Considérons e un projecteur dans M, (A @& C) et posons

D.:=e(D®Idy)e+ (1 —e)(D®1d,)(1 —e).

Il est facile de construire une homotopie entre D ® Id,, et D,, de telle sorte que nous
obtenons une égalité en K K-théorie :

(A, H,D)] = [(M(A),H@C",D)] € KKO(A7 C),
qui implique alors ’égalité entre les applications indices associées :
([e] = [ma(e)], [(A,H, D)]) = ([e] = [ma(e)], [(Mn(A), H © C", D.)]).

Nous aimerions pouvoir utiliser la formule locale de I'indice pour le triplet spectral
(M, (A),H ® C",D,). Cependant, il n'y a aucune raison de croire que la propriété de
sommabilité réguliere soit préservée par I’homotopie de D ® Id, a D,.. Par contre, en
définissant A, comme étant l’algebre polynomiale en e —m,(e) € M, (A), étant donné que
[D., Ac] = [|D.|, Ae] = 0, on voit facilement que (A, H ® C",D,) est un triplet spectral
régulierement sommable de méme dimension spectrale et de méme parité que (A, H, D)
et que de plus

([e] = [ma(e)], [(Mn(A), H @ C", D.)]) = ([e] = [mn(e)]; [(Ae, H @ C", D))
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Comme [D,, e] = 0, et en posant ¢}, , le cocycle résolvant construit avec D,, on voit que
m.e(Chi(e)) = 0 pour tout m > 2. En calculant ¢; . (Cho(e)), le seul terme non nul, on
obtient alors une formule du type McKean-Singer :

Proposition 7.3.10. (17, Theorem 3.35] Soit (A, H, D) un triplet spectral semi-fini, pair,
sans unité, régulicrement sommable, de dimension spectrale p > 1 et avec A séparable.
Alors, pour tout projecteur e € M,(A @ C), on a

([e]=[mn(e)], [(A, H, D)]) :T:(E(isp)m(r — (11_ p)/2)7'®trn (’7(6—7Tn(6))(1—|—Dg)_(r_(1_p)/2)),

7.3.2 Une formule de flot spectral

Dans le cas impair, on peut relier notre formule locale de l'indice (Théoreme a
une formule de flot spectral.

Rappelons tout d’abord comment est défini le flot spectral dans le cas semi-fini. Pour
cela, posons 7 : N — N /K(N, 1) la projection sur I'algebre de Calkin.

Définition 7.3.11. Soit [t € [0,1] — Fi] une fonction d valeurs dans les opérateurs T-
Fredholm auto-adjoints de N et continue en norme. Le flot spectral sf.({F}) est défini
a partir des observations suivantes (73] :

1. La fonction a valeurs dans les projecteurs [t — Py := %(sign(Ft) + 1)] est typique-
ment discontinue.

2. Par contre, la fonction [t — w(F;)] est continue en norme dans l'algébre de Calkin.

3. Si P et Q sont des projections dans N et si ||7(P) —7(Q)|| < 1 alors PQ : QH —
PH est un opérateur T-Fredholm et donc T-Index(PQ) € R est bien défini.

4. En partitionnant Uintervalle [0, 1] de telle sorte que ||7(P;,_,) — 7(P,)
le nombre réel

< 1, alors

sfr({F}) == iT—IndeX(Hi_lei) € R,

i=1
est invariant par homotopie et coincide avec le flot spectral ordinaire dans le cas
de B(H).

5. Si [t — Dy est une fonction a wvaleurs dans les opérateurs de T-Fredholm non
bornés, c’est-a-dire que pour tout t € [0,1], Fp, := Dy(1 + D?)~V/% est T-Fredholm
et si [t — Fy] est continu en norme, on définit

sfr({Di}) = sf-({Fp,}) € R.

Soit maintenant D un opérateur affilié & N, auto adjoint et soit P := Xjo,00)(D).
Considérons u € N un unitaire tel que [t — D; := D + tu[D,u*]] soit a valeurs dans
les opérateurs de 7-Fredholm non bornés, tel que la fonction [t — Fy := Fpyup,ur)] soit
continue en norme et tel que I} — Fj soit compact. Dans ce cas particulier ou les points
extrémaux sont unitairement équivalents, on note le flot spectral de la maniere suivante :

sfr(D,uDu”) := s f-({Di}) := sfr({Fi}).
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Par [19] et [74, Appendix BJ, on a alors
sf+(D,uDu") = 7-Index(PuP).

En appliquant cela au cas d’'un triplet spectral sans unité, on en déduit facilement le
résultat suivant :

Proposition 7.3.12. [18, Theorem 4.2] Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini, im-
pair, sans unité et soit u € M, (A®C) un unitaire tel que [D®1d,,, u](1+D?*®1d,) /2 €
KN, 7). En posant P = x[0.0)(D), on a

5 frotrn, (Dp ® 1dy, 0(Dy, @ 1d,)i) = Indexrgir, (P ® Id,,) u(P @ 1d,)).

Si maintenant le triplet spectral (A, H, D) satisfait aux hypotheéses du Théoreme|7.3.8]
on en déduit aussi :

5 stran (D ® 1, (D, ©1,)a") = (], [(A, H, D)),

En suivant les arguments de [21, section 5.3] dans le sens opposé, notre formule locale de
I'indice permet de relier le flot spectral a une formule intégrale :

Proposition 7.3.13. [18, Theorem 4.8] Soit (A, H,D) un triplet spectral semi-fini, im-
pair, sans unité, réqulierement sommable, de dimension spectrale p > 1 et avec A sépa-
rable. Alors, pour tout unitaire u € M,(A® C), on a

Index; g, (P ®1d,) u(P ®1d,)) =

' - —Zz
Res.—o | T®trn<U[D®Idn,u*](1+(D®Idn+tu[p®1dn,u*])2) o )dt,
0

7.4 Applications aux variétés a géométrie bornée

7.4.1 Un théoréme d’Atiyah-Singer

Notre premier exemple d’application du Théoreme est commutatif, sans unité et
l'algebre de von Neumann N est B(H).

On considere ici :

— (M, g) une variété Riemannienne non-compacte a géométrie bornée [85] ;
— S — M un fibré Hermitien sur M a géométrie bornée [85] ;

— Dg un opérateur de type Dirac sur S dans le sens de [46],64].

Notre référence concernant les propriétés des opérateurs différentiels sur les variétés
a géométrie bornée est [85, Appendix 1]. Rappelons qu'un opérateur différentiel sur une
variété a géométrie bornée est dit a coefficients uniformément C'*°-bornés, lorsque pour
tout atlas formé de cartes de coordonnées canoniques, les dérivées a tous les ordres de
ses coefficients sont bornées sur le domaine de la carte et que cette borne est uniforme
sur I'atlas. En combinant les résultats de Kordyukov [57] et Greiner [45], on déduit les
propriétés suivantes du noyau de la chaleur :
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Proposition 7.4.1. [17, Proposition 4.2] Soit (M,g) une variété Riemannienne de di-
mension n et a géométrie bornée. Soit aussi Ds un opérateur de type Dirac agissant sur
les sections d’un fibré hermitien S a géométrie bornée et soit finalement P un opérateur
différentiel sur S d’ordre o € N, a coefficients uniformément C'*°-bornés. Alors, le noyau
K{p(x,y) € Hom(S,, S,) de lopérateur P e D% satisfait d :

1. La borne supérieure Gaussienne globale :

d2(z,y)

S —(n+a)/2 g\ I

‘Kup(m,y)’ <Ct exp( Il c)t)’ t >0,

0U | - |oo €st la norme d’opérateur sur Hom(S,, S,) et d, est la distance géodésique.

2. L’asymptotique globale : pour tout f € L*(M)

/M f(@) tr(KSp(r,0)) dpg () ~ior £/ /M F(2) bpa(@) dpg ().

>0

ou les fonctions bp,;(x) sont déterminées par un nombre fini de jets du symbole
principal de P(0; + D%)~1.

Soit A, le Laplacien scalaire sur M. Pour k € [1,00] et | € [0, 00), posons WH!(M)
Pespace de Sobolev des fonctions sur M telles que || f|lx; == [|AY2f]|x < oo. Posons aussi
Wk (M) := o WF(M) et, pour s > n, ks la fonction continue donnée par la trace sur
la fibre S, du noyau de 'opérateur (1 + D%)~*/2 sur sa diagonale :

bs(a) = tr([(1+D8) ).
Dans les conditions précédentes, on montre :

Proposition 7.4.2. (17, Corollary 4.8 € Proposition 4.9]
1. On a lidentification :
By(Dg,n) N L(M) = () LM, kys1jmdpg) N L®(M),

meN

2. Relativement a (B(L*(M, S)), Tr), (WL“(M), L*(M,S), D5> est un triplet spectral
réquliecrement sommable de dimension spectrale isolée n.

Dans le cas d’une variété a spin et en suivant les méthodes développées par Ponge [75],
on déduit du Théoreme [7.3.8] la version suivante du Théoreme d’Atiyah-Singer :

Théoréme 7.4.3. [17, Corollaries 4.11 € 4.13] Soit (M, g, S) une variété Riemannienne
a spin et a géométrie bornée de dimension n et soit Dg lopérateur de Dirac sur le fibré
des spinneurs.

1. Si n est pair, alors pour tout projecteur e € My (Wl’OO(M) ® (C) et avec F, la
phase de Dg,, @ Idy, on a

n

2
Ind(é F, 4 &) = (2mi) ™ >

m=1

="
(2m)!

/M Chap(e) A A(R)®=2m),
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2. Si n est impair, alors pour tout unitaire u € MN(Wl’OO(M) ® (C), avec P, =
%(1 + F,) et P = X(0,00)(Ds) ® Idy, on a
Ind(PuP) = Ind(P,0P, )

(—1)™
o (2m + 1)!m!

-1
(2mi)" s 5

i Mw\

/., Chans(w) A AR 20,

7.4.2 Le cas des revétements

Nous allons maintenant donner une version du théoréme de 'indice-L? d’Atiyah dans
le contexte des variétés Riemanniennes a géométrie bornée.

On considere maintenant :

— (M, §) une variété Riemannienne de dimension n et & géométrie bornée ;

— G un groupe dénombrable agissant librement et proprement sur M par isométries ;
— M =G\ M la variété quotient, possiblement non compacte

— Dg un opérateur de type Dirac agissant sur un fibré S — M a géométrie bornée.

Remarque 7.4.4. La différence majeure avec le cadre usuel c’est que nous ne supposons
pas ici que la variété M soit G-compacte.

Soit S le relevement du fibré S sur M. En supposant que l'action de G sur M se
releve aussi en une action de G sur S, Popérateur Dg sur S se relévera en un opéra-
teur G-équivariant Dg sur S. On remarque que lalgébre commutative Whee(M) agit par
opérateurs bornés sur L*(M, S) via I'injection

WS (M) = Cy(3), [+ fou,

avec ¢ : M — M la projection canonique.

Soit Ng = G, le commutant de 'action de G sur L*(M, S). Etant donné que l'action
de G sur M est libre et propre, on a une identification L?(M,S) = L*(M, S) ® £3(G)
qui induit une identification d’algébres de von Neumann Ng = B(L*(M,S)) @ W*(Q),
ou W*(G) est l'algébre de von Neumann du groupe G. Ng est canoniquement munie
d’une trace semi-finie, fidele et normale 75. Elle est donnée sur les tenseurs élémentaires

T®Ue B(L*(M,S)) @ W*G) par
76(T @ U) = Try(T) 7(U),

ol Try est la trace d’opérateurs sur L*(M, S) est 7. la trace usuelle sur W*(G) donnée
par ’évaluation au neutre.

Nous sommes en présence de deux triplets spectraux pour l'algebre commutative
Whee(M) : (Wh>(M), L*(M, S), Ds), relativement au facteur de type I avec la trace
usuelle et (WH(M), L*(M, S), Ds), relativement & 1’algébre de von Neumann semi-finie
Ng et de trace 7. On va montrer que le deuxiéme triplet spectral est aussi réguliérement
sommable de dimension spectrale n et que les couplages de ces triplets spectraux avec
K.(WhH>(M)), couplages donnés par les applications indice numérique de chaque triplet,
coincident. Pour cela, nous avons besoin du résultat suivant :
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Proposition 7.4.5. [17, Lemma 4.14 & Proposition 4.16] Soit (M, §) une variété Rie-
mannienne a géométrie bornée munie d’une action libre et propre d’un groupe dénombrable
G. Soit aussi P un opérateur différentiel d’ordre o et de coefficients uniformément C>°-
bornés agissant sur les sections d’un fibré S a géométrie bornée sur M. Supposons aussi
que Uaction de G sur M se reléve en une action sur S := ¢*S et soit alors P Uopérateur
G-equivariant sur S obtenu par relévement de P. Supposons finalement que

K —1nf{d (Z,h-2) : T €M, hEG\{e}}>0.
1. Il existe ¢,C > 0 telles que pour tout (i,z) € M x M, avec z = ¢(Z), on a
’[f’e_tﬁg](i“, ) — [Pe P8 (x, ZL‘)‘OO < Ot (mte)/2ge/t,
2. Si de plus f € WhH°(M), alors pour R(z) > n, on a [’égalité
76((f)P(1+DF) /%) = Tr(ve(f) P(1 +DF) /),
modulo une fonction entiere dans la variable complexe z.

Remarque 7.4.6. La condition x > 0 est bien évidemment satisfaite dans le cas co-
compact.

On déduit ensuite le résultat suivant :

Théoréme 7.4.7. (17, Corollary 4.17 & Theorem 4.18]

1. Relativement & (Ng, 7a), le triplet spectral (WY°(M), L*(M, S), Ds) est réqulicre-
ment sommable de dimension spectrale isolée n.
2. L’application indice numérique sur K,(Wh°(M)) associée au triplet spectral or-

dinaire (W'>(M), L*(M, S), Ds) coincide avec celle associée au triplet spectral
semi-fini (WhH(M), L*(M, S), Ds) et cette derniére est donc d valeurs entiéres.

7.5 Des exemples noncommutatifs

Nous allons décrire maintenant deux exemples de théoremes de I’'indice obtenus a partir
de notre formule locale de I'indice pour des algebres noncommutatives et sans unité. Le
premier est de type I et est associé au plan de Moyal, pour lequel un triplet spectral a
été construit dans [38]. Le second est semi-fini et est associé a toute action continue de R
sur une C*-algebre munie d’une trace invariante.

7.5.1 Plan de Moyal

Rappelons que le produit de Moyal d’une paire de fonctions dans ’espace de Schwartz
sur R? est donné par la formule :

[0 g(@) i= (m) 2 [[ eBerev=2 py)g(2) dy dz, (7.5.1)
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ou 0 € R* est un parametre (classifiant les représentations unitaires et irréductibles du
groupe de Heisenberg) et wy est la forme symplectique ordinaire de R? ~ T*R. Rappelons
aussi que le produit de Moyal est relié a la quantification de Weyl via la relation

Opiy (£)OpYy (9) = Oy (f 0 9).

Etant donné que Opf}; est une isométrie surjective de L*(R?) sur £2(L*(R)) (espace de
Hilbert des opérateurs Hilbert-Schmidt), L?(R?) forme une algeébre pour le produit xg.
Rappelons finalement que la sous-C*-algebre de B(L?*(IR?)) engendrée par les opérateurs
de multiplication & gauche au sens du produit de Moyal par des éléments de L*(R?) est
isomorphe a la C*-algébre des opérateurs compacts sur L*(R).

Posons

Api={feC=(R?) : yne N2, 3fi,foe LARY), OPORf=fisfo).

Munie de la topologie associée aux semi-normes ||f|1.a = [|Ophy (0°f)|1, o € N2, Ay
devient une algebre de Fréchet pour le produit de Moyal, naturellement représentée par des
opérateurs bornés sur L%(R?) et dont la C*-complétion, Ay, est isomorphe aux compacts.
En considérant finalement D, 'opérateur de Dirac usuel sur R?, on montre :

Proposition 7.5.1. (17, Corollary 5.6 & Proposition 5.8] Soit 6 € R*.
1. On a lUidentification :

Bi(D,2) (| Ag ~ L*(R?) % L*(R?) ~ L' (L*(R)).

2. Relativement a (B(L*(R?)), Tr), (Ag, L*(R?),D) est un triplet spectral sans unité,
réqulierement sommable et de dimension spectrale isolée égale a 2.

Remarque 7.5.2. Le résultat précédent affine le Théoréme principal de [38].

Soit H := (x} + 23) le Hamiltonien (classique) de l'oscillateur harmonique et soit
a:= 2712z +ixs), a = 27%(x; — ixs). On pose
1 y N . 2g
fn = ————=0""%g fop *p ™" oU fop:=2e 0", m,n € N.

vV ortmplm)

La famille {fn}mnen C Ap forme une base orthonormale de L?(R?) et satisfait a la
relation d’orthogonalité f,,, %o fx; = Onk fmy. En particulier, pour tout ensemble fini
J CN, Py:=73%,csfan € A est un projecteur. Dans ce cas particulier de projecteurs
appartennant directement a ’algébre (et non pas & son unitalisation), en posant F =
D(1 + D?)~/2, on montre facilement que LY(P;)FyL?(Pj) est un opérateur de Fredholm
sur L*(R? C?). En particulier, on n’a pas besoin ici de passer au triplet spectral double
pour définir un indice numérique. En utilisant le Théoreme [7.3.8] on montre :

Proposition 7.5.3. [17, Proposition 5.10] Soit 8 € R*. Pour tout sous-ensemble fini J
de N, on a
Index (psFyps) = ([ps], (A, L*(R?,C?), D)]) = Card(J),

En particulier, 'application indice numérique fournit un isomorphisme explicite entre
Ko(Ag) = Ko(K(L2(R))) et Z.
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7.5.2 Le Théoreme de ’indice de Phillips-Raeburn

Nous allons construire maintenant un triplet spectral semi-fini, sans unité et réguliere-
ment sommable associé a une action continue de R sur une C*-algebre munie d’une trace
invariante.

On considere ici :

— (A, 7) une C*-algebre sans unité, munie d’'une trace densément définie, fidele et

semi-continue inférieurement en norme;

— a : R — Aut(A) une action fortement continue sous laquelle la trace 7 est inva-

riante ;
— A, = {a € A : 7(|a]) < oo}, lidéal de A des éléments a trace, normé par
lall := flall +(lal);

— Les dérivations (partiellement définies) 0 sur A et J, sur A, déterminées par «a;

— A2 l'espace des vecteurs lisses pour 'action o de R sur A; ;

— H, T'espace GNS de (A4, 7).

Le produit croisé R x,, A et la C*-algebre A agissent naturellement sur L?(R, H,) ~
L*(R) ® H, via les représentations 7 et 7 :

#(1)Es) = [as(FB) & =1t m(a)(s) = as(@)(s)
Considérons les algebres de von Neumann :
N = (7R x, A))" C B(L*(R, H,)), M :=A"C B(H,).

La trace 7 sur A posséde une extension normale 7 sur M et N est canoniquement munie
d’une trace normale fidele et semi-finie 7, satisfaisant a la relation

Hi(e) () = [ Falt)y(®)dt,

quels que soient z,y € L*(R, H,) avec #(z),7(y) € N. Soit finalement D = ;24 @ Id
agissant sur L*(R) ® H, ~ L*(R, H,), de telle sorte que D est un opérateur non borné,
auto-adjoint et affilié & .

En appliquant le Théoreme au triplet spectral (A%, L*(R, H,), D), on retrouve

le Théoreme de l'indice de Phillips et Raeburn [74] :
Proposition 7.5.4. [18, Proposition 3.10 & Theorem 3.13]
1. On a Uidentification M N By(D,1) ~ A,.
2. Relativement a (N, %), (A®, L*(R, H,), D) est un triplet spectral semi-fini, sans
unité, régulierement sommable et de dimension spectrale isolée égale a 1.
8. En posant P = X[0,00)(D), on a pour tout unitaire u € M,(A¥ ®C) :

1
# @ tr,-Index (P ® Id,)u(P @ 1d,.)) = 5 Tt (w0 ().
T

Remarque 7.5.5. Le cadre de ce paragraphe se généralise naturellement aux actions des
groupes de Lie connexes et unimodulaires sur des C*-algebres munies d’une trace inva-
riante. Cette généralisation est a I’étude. Le cas des actions des groupes de Lie compacts
a été traité par Wahl dans [91]. Tres récemment, une approche similaire a été développée
par Prodan dans 76|, pour des actions de Z¢.
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