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Résumé
Ce mémoire est la synthèse de travaux effectués après ma thèse. Comme son titre

l’indique, il comporte deux parties. Bien qu’indépendantes, elles ont comme point commun
de répondre à des questions liées à la non compacité en géométrie noncommutative.

La première partie porte sur les applications de la quantification équivariante aux al-
gèbres d’opérateurs et repose sur des travaux en collaboration principalement avec Pierre
Bieliavsky. Se donnant une quantification G-équivariante sur un groupe localement com-
pact G, il y a sous certaines conditions analytiques un moyen pour obtenir une théorie
des déformations des C∗-algèbres munies d’une action de G. Cette construction généralise
celle associée à la quantification de Weyl pour les actions de R2d développée par Rieffel. À
une telle quantification est aussi associée un candidat pour un 2-cocycle unitaire dual sur
G. En utilisant les travaux récents de De Commer, on peut déformer le groupe G en un
groupe quantique localement compact. Après en avoir exposé les grandes lignes, nous ver-
rons comment réaliser ce programme pour les groupes Kählériens de courbure négative.
Cette construction repose sur une généralisation du calcul pseudo-différentiel de Fuchs
introduit par Unterberger. L’avancée majeure est d’avoir obtenu une généralisation non
Abélienne de la théorie de Rieffel. Notre construction a aussi permis à Tuset et Neshveyev
de construire le premier exemple non trivial d’un 2-cocycle unitaire dual sur un groupe
de Lie non Abélien et non compact. Nous verrons finalement une autre extension de la
théorie de Rieffel, cette fois-ci dans un cas non Lie, à savoir pour l’action d’un espace
vectoriel sur un corps local non Archimédien. Les articles présentés pour l’habilitation et
qui concernent cette partie sont [8, 9, 39,41].

La deuxième partie porte sur la géométrie des espaces noncommutatifs semi-finis et
localement compacts. Elle repose sur des travaux en collaboration principalement avec
Alan Carey, Adam Rennie et Fedor Sukochev. Le premier chapitre concerne la théorie de
l’intégration pour les triplets spectraux semi-finis et sans unité. L’objectif principal est
de relier les traces de Dixmier aux fonctions ζ et aux semi-groupes de la chaleur d’opéra-
teurs de type Dirac qui ne sont pas à résolvante τ -compacte mais seulement à résolvante
localisée τ -compacte. Dans le cas (p,∞)-sommable, c’est-à-dire dans le cas des traces de
Dixmier associées à la divergence logarithmique, nous obtenons une réponse complètement
satisfaisante. Dans le cas des traces de Dixmier associées à une divergence quelconque,
nous obtenons une réponse restreinte au cas compact mais qui exhibe une relation très
forte entre les espaces de Marcinkiewicz d’opérateurs et une théorie d’extrapolation des
espaces Lp noncommutatifs. Comme application nous montrons que la trace de Dixmier
d’un opérateur pseudo-différentiel d’Hörmander-Weyl sur Rn coincide avec l’intégrale de
Dixmier de son symbole. Le deuxième chapitre concerne la théorie de l’indice (au sens de
Brauer-Fredholm) pour les triplets spectraux semi-finis et sans unité. Après avoir associé
à tout triplet spectral semi-fini et sans unité un problème de l’indice numérique, nous
obtenons une formule locale de l’indice du type Connes-Moscovici. C’est le résultat prin-
cipal de ce chapitre. Une des applications de cette formule locale est un théorème du type
Atiyah-Singer pour les variétés Riemanniennes à géométrie bornée. Cette formule nous
permet aussi de retrouver le théorème de l’indice de Philipps-Raeburn dans le cas d’une
action de la droite réelle sur une C∗-algèbre munie d’une trace invariante. Les articles
présentés pour l’habilitation et qui concernent cette partie sont [16–18,43,44].
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Chapitre 1

Introduction

Dans sa formulation dans le langage des algèbres d’opérateurs, la quantification équiva-
riante possède des connections naturelles avec la théorie des déformations des C∗-algèbres
et avec celle des groupes quantiques localement compacts. Les premières relations entre
quantifications, déformations et groupes quantiques ont été établies par Rieffel dans [80]
et [82]. Plus précisément, Rieffel montra dans [80] qu’à partir de la formule de composition
des symboles dans le calcul pseudo-différentiel de Weyl :

f1 ?θ f2 :=
∫
R2n×R2n

e
2i
θ
ω(x1,x2) τx1(f1) τx2(f2) dx1 dx2, θ ∈ R∗ , f1, f2 ∈ S(R2n),

(ω est la forme symplectique standard de R2n = T ∗Rn et τ est l’action régulière) on peut
munir l’algèbre de Fréchet A∞ des vecteurs lisses d’une C∗-algèbre A pour une action
continue α de R2n, d’une nouvelle loi associative :

a ?αθ b :=
∫
R2n×R2n

e
2i
θ
ω(x1,x2) αx1(a)αx2(b) dx1 dx2, θ ∈ R∗ , a, b ∈ A∞. (1.0.1)

L’algèbre de Fréchet déformée (A∞, ?αθ ) s’injecte naturellement dans une C∗-algèbre, don-
nant in fine une théorie des déformations pour les C∗-algèbres munies d’une action de
R2n. Concernant la relation entre quantification et groupes quantiques, Rieffel montra
dans [82] que sa construction appliquée à la C∗-algèbre commutative C0(G) d’un groupe
topologique localement compact G possédant un sous-groupe fermé isomorphe à R2d et
à l’action ρ ⊗ λ de R2d × R2d produit naturellement une classe d’exemples de groupes
quantiques localement compacts dans le cadre des C∗-algèbres.

Il existe une autre approche à la quantification, due à Landstad et Raeburn [60–63],
elle aussi très directement liée aux groupes quantiques. Au niveau conceptuel, leur point
de départ est que C∗(G,ω), la C∗-algèbre (réduite) d’un groupe G twistée par un 2-
cocycle unitaire ω, devrait être considérée comme la quantification du groupe dual virtuel.
Cette approche à la quantification a été développée par la suite par Kasprzak [55] qui a
construit une théorie des déformations pour les C∗-algèbres munies d’une action continue
d’un groupe Abélien localement compact quelconque, à partir d’un 2-cocycle unitaire sur
le groupe dual. Un peu plus tard, Bhowmick, Neshveyev et Sangha [6] ont observé que
la construction de Kasprzak restait valable pour les actions de groupes non Abélien à
la condition que le 2-cocycle unitaire soit choisi dans le groupe quantique dual, c’est-à-
dire dans l’algèbre de von Neumann du groupe. Un point important ici est que lorsque
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

le groupe est non Abélien les symétries de la C∗-algèbre sont aussi déformées : ce n’est
plus le groupe qui agit sur la déformation mais une version quantique de celui-ci. Tout
ceci suggère que les groupes quantiques sont naturellement présents dans le contexte des
quantifications équivariantes et dans celui des théories des déformations des C∗-algèbres
qui leur sont associées.

Plus récemment, Neshveyev et Tuset ont donné une formidable clarification du rôle
que jouent les groupes quantiques dans les déformations [70] en construisant ce que l’on
peut considérer comme la théorie la plus générale possible dans ce context : celle des
déformations des C∗-algèbres munies de l’action d’un groupe quantique (au sens des al-
gèbres de von Neumann [58, 59]) et d’un 2-cocycle unitaire dual sur ce dernier. Leur
approche généralise toutes celles mentionnées plus haut et leur point de départ repose sur
les travaux De Commer [30]. Ces derniers montrent que se donnant un groupe quantique
localement compact (G,∆) ainsi qu’un 2-cocycle unitaire dual, c’est-à-dire un unitaire F
de L∞(Ĝ)⊗̄L∞(Ĝ) (avec (Ĝ, ∆̂) le groupe quantique dual, qui satisfait à la relation de
cocyclicité :

(F ⊗ 1)(∆̂⊗ Id)(F ) = (1⊗ F )(Id⊗ ∆̂)(F ),

alors (Ĝ, F ∆̂(.)F ∗) peut lui aussi être muni d’une structure de groupe quantique locale-
ment compact. Le groupe quantique dual, noté (GF ,∆), est alors vu comme une défor-
mation de (G,∆).

Cependant, déjà lorsque G = G est un groupe ordinaire non Abélien, la construction
d’un 2-cocycle dual unitaire non trivial est une question extrêmement difficile. Dans [70],
le seul exemple donné est celui naturellement attaché à la quantification équivariante
sur tout groupe Kählérien de courbure sectionnelle négative que nous avons construit
dans [8]. Le programme que nous sommes en train de développer consiste à construire des
quantifications équivariantes non formelles sur des groupes localement compacts (le cas
des groupes compacts n’a aucun intérêt ici) afin d’obtenir des théories des déformations de
C∗-algèbres ainsi que des exemples explicites de groupes quantiques localement compacts
via la construction d’un 2-cocycle unitaire dual.

Mes contributions à la théorie des déformations des C∗-algèbres et aux groupes quan-
tiques localement compacts du point de vue de la quantification équivariante sont is-
sues de collaborations récentes avec Pierre Bieliavsky, José Gracia-Bondía et Joseph Vá-
rilly [8, 9, 39,41].

Au chapitre 2, nous présentons les grandes lignes du programme mentionné plus haut.
Nous ne cherchons pas ici à formuler des résultats généraux car d’une part la listes des
hypothèses nécessaires serait considérablement longue et d’autre part ce que nous cher-
chons précisément à faire c’est à construire des exemples concrets. Concernant les groupes
quantiques localement compacts, cette motivation nous semble largement suffisante, étant
donné le très petit nombre d’exemples connus. La stratégie globale est la suivante : À une
quantification G-équivariante et non formelle sur un groupe localement compact G, on
attache un noyau distributionnel sur G × G. Celui-ci donne un candidat naturel pour
une théorie des déformations pour les C∗-algèbres munies d’une action continue de G et
aussi un candidat pour un 2-cocycle unitaire dual sur G. Du point de vue technique, nos
méthodes reposent essentiellement sur la construction d’intégrales oscillantes à partir de
la phase du noyau à deux points ainsi que sur l’obtention d’inégalités de type Calderón-
Vaillancourt.
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Le chapitre 3 traite le cas des groupes Kählériens de courbure négative et consti-
tue principalement une synthèse des résultats obtenus en collaboration avec Pierre Bie-
liavsky [8]. Depuis les travaux de Pyatetskii-Shapiro [77], on sait que tout groupe de Lie
Kählérien de courbure sectionnelle négative se décompose en produits semi-directs de blocs
élémentaires isomorphes à la composante d’Iwasawa AN du groupe SU(1, n) = ANK.
Depuis les travaux de Bieliavsky [7, 10], on sait aussi construire une quantification non
formelle sur tout groupe Kählérien de courbure négative mais dans un cadre analytique
relativement éloigné de celui des algèbres d’opérateurs. La première partie de ce cha-
pitre consiste précisément à réinterpréter cette quantification dans le cadre des algèbres
d’opérateurs. Le point de départ de notre construction est une généralisation du calcul
pseudo-différentiel de Fuchs, initialement développé par Unterberger [89] dans le cas de
plus basse dimension, c’est-à-dire dans le cas du groupe affine de la droite réelle. Cette
quantification repose sur la structure d’espace symplectique symétrique polarisé que pos-
sède chaque bloc élémentaire. Le noyau à deux points reflète cette structure : sa phase au
point (g, h) ∈ G × G est donnée par l’aire symplectique du triangle géodésique dont les
points milieux sont (e, g, h) ∈ G3 et son amplitude est donnée par la racine du Jacobien
de l’application triangle médian associée. Après avoir identifié une “structure tempérée”
sur ces groupes, nous construisons une intégrale oscillante sur des espaces de fonctions
régulières au comportement contrôlé à l’infini. De cette construction résulte une théorie
des déformations pour les C∗-algèbres munies d’une action continue d’un groupe de Lie
Kählérien de courbure sectionnelle négative.

Au chapitre 4, nous généralisons la construction de Rieffel dans un cadre Abélien mais
non Lie. Ce chapitre constitue principalement une synthèse des résultats obtenus avec mon
étudiant en thèse David Jondreville dans [41]. Les groupes que nous considérons sont de
la forme G = k2d, avec k un corps local non Archimédien de caractéristique différente
de 2. Ces groupes étant Abélien, cette situation est en quelque sorte déjà couverte par
la construction de Kasprzak. Cela dit, notre construction est importante pour tester le
réalisme de notre programme au delà des groupes de Lie. Un de nos résultats est d’ailleurs
l’équivalence entre ces deux constructions.
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Chapitre 2

Généralités

2.1 Quantification équivariante
Commençons par définir ce que nous entendons par quantification équivariante non

formelle dans son contexte naturel qui est celui de la géométrie symplectique. Pour cela,
considérons (M,ω) une variété symplectique, G̃ un sous-groupe de Lie du groupe des sym-
plectomorphismes de M et (π,Hπ) une représentation unitaire irréductible et projective
de G̃.

Définition 2.1.1. Une quantification non perturbative et G̃-équivariante de M est une
application linéaire continue

Ω : C∞c (M)→ B(Hπ),
satisfaisant à la propriété de covariance :

π(g) Ω(f) π(g)∗ = Ω(f g) , f g :=
[
x ∈M 7→ f(g−1.x)

]
,

Remarque 2.1.2. Cette définition se veut être la plus générale possible, en particulier
on ne demande aucune condition sur l’existence d’une limite semi-classique. D’ailleurs, le
seul paramètre de déformation présent ici est la représentation π elle-même.

Il existe un paradigme de quantifications équivariantes, celui de la quantification de
Moyal-Stratonowich. Cette quantification est associée à une famille d’opérateurs auto-
adjoints sur Hπ, {Ω(x)}x∈M , satisfaisant à la propriété de covariance π(g) Ω(x)π(g)∗ =
Ω(g.x) et est donnée par :

Ω(f) :=
∫
M
f(x) Ω(x) dµ(x),

où dµ est la mesure de Liouville surM . Notons que la plupart des quantifications connues
sont de cette forme : la quantification de Weyl, celle de Berezin, les quantifications par
états Cohérents, les calculs de Fuchs et de Bessel d’Unterberger, la quantification Baker-
Campbell-Hausdorff des groupes de Lie exponentiels...

Pour relier la quantification aux déformations et aux groupes quantiques, il faut plus
d’hypothèses. Supposons qu’il existe G, un sous-groupe de G̃, qui agisse simplement tran-
sitivement sur M . Sous l’identification G ' M , G devient un groupe de Lie muni d’une
structure symplectique invariante par translations à gauche, la mesure de Liouville dµ

9



10 CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS

devient une mesure de Haar à gauche sur G et les quantificateurs Ω(x), x ∈M , prennent
une forme extrêmement simple :

Ω(g) = π(g) Ω(e) π(g)∗ , g ∈ G.

Ainsi, en posant Σ := Ω(e), on voit que toute quantification de Moyal-Stratonowich
G-équivariante à gauche sur un groupe de Lie symplectique G est associée à une repré-
sentation unitaire, irréductible et projective π de G, ainsi qu’a un opérateur auto-adjoint
Σ sur Hπ, par la formule

Ωπ,Σ(f) :=
∫
G
f(g) π(g) Σπ(g)∗ dλ(g). (2.1.1)

Ce qui est particulièrement intéressant avec cette formule, c’est que tout rapport avec la
géométrie symplectique a disparu du paysage. On peut donc s’en servir comme un ansatz
pour construire une quantification G-équivariante sur un groupe topologique arbitraire G.

Considérons donc maintenant un groupe localement compact G (séparable et dénom-
brable à l’infini), (π,Hπ) une représentation unitaire irréductible et projective de G et Σ
un opérateur auto-adjoint surHπ. Dans ce cadre C∞c (G) peut être défini comme étant l’es-
pace des fonctions tests au sens de Bruhat [15]. On peut alors construire la quantification
Ωπ,Σ sur G, par la formule (2.1.1). Pour aller plus loin on fera l’hypothèse supplémentaire
que la quantification Ωπ,Σ s’étend en un opérateur unitaire de l’espace de Hilbert L2

λ(G)
vers l’espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur Hπ :

Ωπ,Σ ∈ U
(
L2
λ(G),L2(Hπ)

)
.

Lorsque cette condition est satisfaite, on parle de quantification unitaire. La condition
d’unitarité est naturelle au sens où elle est vérifiée dans la plupart des exemples et lors-
qu’elle ne l’est pas, il est bien souvent possible de modifier légèrement l’opérateur Σ de
telle sorte qu’elle le devienne : la plupart des quantifications sont unitarisables. Cepen-
dant, il y a un prix à payer dans le processus d’unitarisation : le nouvel opérateur Σ
est toujours auto-adjoint mais est seulement densément défini. Pour plus de clarté, nous
allons ignorer cette subtilité dans cette discussion générale, mais nous y reviendrons dans
les exemples. Notons aussi que lorsque G n’est pas fini, pour qu’une quantification soit
unitaire il est nécessaire que Hπ soit de dimension infinie et donc il est nécessaire que le
groupe G soit non compact.

Pour une quantification unitaire, l’espace L2
λ(G) est naturellement munie d’une struc-

ture d’algèbre Hilbertienne unimodulaire en posant

?π,Σ : L2
λ(G)× L2

λ(G)→ L2
λ(G) , (f1, f2) 7→ Ω∗π,Σ

(
Ωπ,Σ(f1) Ωπ,Σ(f2)

)
.

Il est facile de voir que le produit ?π,Σ est associé à une distribution au sens de Bruhat
Kπ,Σ sur G3, par la formule

f1 ?π,Σ f2(g0) =
∫
G×G

Kπ,Σ(g0, g1, g2) f1(g1) f2(g2) dλ(g1) dλ(g2), (2.1.2)

et que cette distribution est reliée au couple (π,Σ) par la relation distributionnelle :

Kπ,Σ(g0, g1, g2) = TrHπ
(
Σ π(g−1

0 g1) Σπ(g−1
1 g2) Σπ(g−1

2 g0)
)
.
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En particulier, le noyau Kπ,Σ est toujours calculable. Notons aussi que par invariance à
gauche, on a

Kπ,Σ(g0, g1, g2) = Kπ,Σ(g−1
0 g1, g

−1
0 g2),

où Kπ,Σ est le noyau à deux points donné par

Kπ,Σ(g1, g2) := Kπ,Σ(e, g1, g2).

Dans les exemples, le noyau Kπ,Σ n’est pas singulier mais au contraire est une fonction
régulière sur G × G. Pour simplifier la discussion, nous supposerons que c’est le cas en
général. Ainsi, en notant ρ la représentation régulière droite, la formule (2.1.2) peut se
réécrire comme la relation fonctionnelle :

f1 ?π,Σ f2 =
∫
G×G

Kπ,Σ(g1, g2) ρg1(f1) ρg2(f2) dλ(g1) dλ(g2). (2.1.3)

2.2 Applications aux déformations des C∗-algèbres

2.2.1 Contexte
La première application de la quantification équivariante aux algèbres d’opérateurs

concerne la construction d’une théorie des déformations des C∗-algèbres munies d’une
action de groupe.

Soit Ωπ,Σ une quantification G-équivariante et unitaire sur G et soit Kπ,Σ = Aπ,Σ e
iSπ,Σ

le noyau à deux points associé. Se donnant A une C∗-algèbre et α une action continue
de G sur A, par analogie avec la formule (2.1.3), on voudrait munir A d’une nouvelle
structure de C∗-algèbre en modifiant sa multiplication par la relation :

a ?απ,Σ b =
∫
G×G

Kπ,Σ(g1, g2)αg1(a)αg2(b) dλ(g1) dλ(g2) , a, b ∈ A.

En général, les intégrales apparaissant dans cette formule ne sont pas définies. En effet,
l’application [g 7→ αg(a)] est constante en norme et Kπ,Σ est, dans le cas générique d’un
groupe non unimodulaire, typiquement non borné. Notre approche à la déformation repose
sur deux étapes. La première consiste à trouver une sous-algèbre de Fréchet Areg de A,
qui soit dense et stable par α, et sur laquelle on puisse donner du sens au produit déformé
?απ,Σ. La deuxième étape consiste à plonger l’algèbre de Fréchet déformée (Areg, ?

α
π,Σ) dans

une C∗-algèbre ambiante B. On appellera C∗-déformation de A l’adhérence de l’image de
Areg dans B.

2.2.2 Intégrales oscillantes
Pour être un peu plus précis concernant la première étape, ce que l’on cherche c’est un

couple (Areg,D), où Areg est comme ci-dessus et D := {Dj}j∈J est une famille dénombrable
d’opérateurs sur C∞(G × G), famille indicée par le même ensemble que celui qui indice
la famille de semi-normes {‖.‖j}j∈J définissant la topologie de Areg. En posant ensuite

α(a, b) := [(x, y) 7→ αx(a)αy(b)] ∈ Cb(G×G,Areg) , a, b ∈ Areg, (2.2.1)



12 CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS

et en définissant Aj comme l’espace semi-normé (Areg, ‖.‖j), ce que l’on demande au couple
(Areg,D) c’est d’être tel que :

Dj

(
Aπ,Σ α(a, b)

)
∈ L1

λ(G×G,Aj) , ∀a, b ∈ Areg , ∀j ∈ J, (2.2.2)

et, en notant D∗j l’adjoint formel de Dj, tel que

D∗j exp{iSπ,Σ} = exp{iSπ,Σ} , ∀j ∈ J. (2.2.3)

Lorsqu’un tel couple existe, il y a un moyen évident de donner du sens à ?απ,Σ sur Areg, à
savoir par l’intégrale absolument convergente pour chaque semi-norme ‖.‖j :

a ?αθ b :=
∫
G×G

exp{iSπ,Σ}Dj

(
Aπ,Σ α(a, b)

)
, ∀a, b ∈ Areg , ∀j ∈ J.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, (Areg, ?
α
θ ) devient une algèbre de Fréchet que nous

appelons la déformation de Fréchet de la C∗-algèbre A associée à l’action α de G. Lorsque
G est groupe de Lie, il y a un candidat naturel pour Areg, à savoir A∞ la sous-algèbre des
vecteurs lisse pour l’action α :

A∞ :=
{
a ∈ A : [g 7→ αg(a)] ∈ C∞(G,A)

}
. (2.2.4)

Remarque 2.2.1. Lorsque G n’est pas un groupe de Lie, on peut toujours considérer
l’espace des vecteurs lisses au sens de Bruhat (tel qu’il a été construit par Ralf Meyer [69]).
Cet espace n’étant pas en général un espace de Fréchet, cela nous conduirait à alourdir
inutilement la théorie. Par contre, l’existence d’un théorème de factorisation à la Dixmier-
Malliavin pour cet espace (voir [69]) en fait un outil intermédiaire fort utile (en particulier
pour traiter de questions de densité).

2.2.3 Inégalité de Calderón-Vaillancourt
Pour plonger (Areg, ?

α
θ ) dans une C∗-algèbre, nous utilisons des méthodes basées sur

les états cohérents et les fonctions de Wigner. Nous cherchons à représenter (Areg, ?
α
θ )

dans A⊗min B(Hπ) en donnant du sens à l’application

ΩA
θ : a 7→

∫
G
αg(a)⊗ Uθ(g) ΣUθ(g)∗ dλ(g), (2.2.5)

c’est-à-dire nous cherchons à étendre la quantification Ωπ,Σ de L2
λ(G) à un espace de

fonctions sur G à valeurs dans A, contenant l’espace

α(Areg) :=
{

[g 7→ αg(a)] : a ∈ Areg
}
⊂ Cb(G,A).

Dans le cas classique du calcul pseudo-différentiel de Weyl et lorsque A = C, l’existence
d’une telle extension est garantie par le Théorème de Calderon-Vaillancourt, qui montre
que si un symbole est borné et possède suffisamment de dérivées bornées, alors l’opérateur
pseudo-différentiel associé est, lui aussi, borné. C’est cette approche qui a été suivie par
Rieffel dans [80] mais dans le contexte de la représentation régulière gauche au lieu de la
représentation irréductible de Schrödinger. Dans ce cas où le groupe est R2n, la méthode
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classique pour démontrer un Théorème de Calderon-Vaillancourt (dans les cas des repré-
sentations régulière gauche et irréductible et pour A = C ou A quelconque), repose sur
le Lemme de Cotlar. Mais en l’absence de réseaux dans le groupe G, cette méthode ne
peut pas être implémentée. À la place, nous utilisons une méthode développée par Un-
terberger [89] dans les années 80 qui est basée sur les états cohérents et sur les fonctions
de Wigner. Pour utiliser cette méthode, il faut que la représentation projective π soit de
carré intégrable modulo son centre. En utilisant un résultat de Duflo et Moore [35], géné-
ralisé par Aniello [2] pour les représentations projectives, et en appelant dπ l’opérateur de
dimension formelle de la représentation π, pour tout vecteur non nul η dans le domaine
de d−1/2

π , on a une résolution faible de l’identité sur Hπ :∫
G
|π(g)η〉〈π(g)η| dλ(g) = ‖d−1/2

π η‖2 IdHπ .

Se donnant maintenant φ, ψ ∈ Hπ, on définit la fonction de Wigner comme l’élément de
L2
λ(G) donné par le symbole de l’opérateur de rang 1 |ψ〉〈φ| := [ϕ 7→ 〈φ, ϕ〉ψ] :

Wψ,φ := Ω∗π,Σ
(
|ψ〉〈φ|

)
.

On montre facilement que les fonctions de Wigner sont reliées aux quantificateurs Ωπ,Σ(g),
g ∈ G par la relation suivante :

Wψ,φ(g) = 〈φ,Ωπ,Σ(g)ψ〉,

en tout cas lorsque ψ appartient au domaine commun des Ωπ,Σ(g). Les fonctions de Wigner
qui nous intéressent ici sont celles associées à une paire d’états cohérents (π(g)η, π(g′)η),
g, g′ ∈ G, avec η ∈ Dom(d−1/2

π ) :

Wg′,g′′(g) := 〈π(g′)η,Ωπ,Σ(g) π(g′′)η〉.

L’idée est de définir tout d’abord Ωπ,Σ(F ), pour F : G → A suffisamment régulière
(notion que l’on précisera dans les exemples), au sens faible sur la famille d’états cohérents
{π(g)η}g∈G, par la formule

〈π(g′)η,Ωπ,Σ(F ) π(g′′)η〉 :=
∫
G
F (g)Wg′,g′′(g) dλ(g) =: Wg′,g′′(F ) ∈ A,

puis, en utilisant deux fois la résolution de l’identité, de définir Ωπ,Σ(F ) comme la forme
quadratique sur Hπ⊗H (avec H l’espace de Hilbert d’une représentation fidèle A), donnée
pour Ψ,Φ ∈ Hπ ⊗H, par :

Ωπ,Σ(F )
[
Ψ,Φ

]
:=
∫
G×G

〈
〈Φ, π(g′)η〉Hπ ,Wg′,g′′(F )〈Ψ, π(g′′)η〉Hπ

〉
H

dλ(g′) dλ(g′′).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Hπ⊗H, on voit qu’une condition suffisante
pour que cette forme quadratique soit bornée est que

sup
g′∈G

∫
G
‖Wg′,g′′(F )‖A dλ(g′′) <∞,
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et c’est cette inégalité que nous allons démontrer dans les exemples à venir. En tout cas,
lorsque cette inégalité est satisfaite, et lorsque l’application

α : A→ Cb(G,A), a 7→ [g 7→ αg(a)],

envoie Areg dans les fonctions suffisamment régulières (au sens précédent), alors l’appli-
cation

Areg → R+, a 7→ ‖a‖π,Σ :=
∥∥∥Ωπ,Σ

(
α(a)

)∥∥∥
B(Hπ⊗H)

,

définit une pré-C∗-norme sur l’algèbre de Fréchet déformée (Areg, ?π,Σ). Sa C∗-complétion
forme ce que l’on appelle la C∗-déformation de A pour l’action α.

2.3 Applications aux groupes quantiques
La deuxième application de la quantification équivariante aux algèbres d’opérateurs

concerne la construction de groupes quantiques localement compacts.
La notion de groupe quantique localement compact à laquelle nous faisons référence

est celle de Kustermans et Vaes [58, 59], dans le cadre mesurable des algèbres de von
Neumann. Rappelons que dans ce cadre-là, un groupe quantique G consiste en la donnée
d’un quadruplet (N ,∆,Φλ,Φρ), où N est une algèbre de von Neumann, ∆ : N → N ⊗N
un coproduit et Φλ,Φρ sont des poids normaux, semi-finis et fidèles (NSF) sur N qui sont
de plus invariants respectivement à gauche et à droite. On notera aussi Ĝ = (N̂ , ∆̂, Φ̂λ, Φ̂ρ)
le groupe quantique Pontriyagin-dual de G.

Outre le fait que cette théorie soit mesurable et non pas topologique, cette théorie
souffre d’un autre problème important : il n’existe qu’un très petit nombre d’exemples.
Et c’est pour construire de tels exemples que la quantification équivariante peut s’avérer
très utile.

Dans le contexte des déformations formelles, le lien entre la quantification des groupes
de Poisson-Lie et les groupes quantiques remonte aux travaux fondateurs de Drinfeld [34].
Dans celui des algèbres d’opérateurs, la première connection entre la quantification équi-
variante et les groupes quantiques localement compacts est due à Rieffel qui montra com-
ment construire à partir du calcul pseudo-différentiel de Weyl une version C∗-quantique
de tout groupe de Lie possédant un sous-groupe fermé isomorphe à R2d.

La construction d’un groupe quantique localement compacts à partir d’une quantifi-
cation G-équivariante sur un groupe G, repose sur celle d’un 2-cocycle unitaire dual :
Définition 2.3.1. Soit G = (N ,∆,Φλ,Φρ) un groupe quantique localement compact. Un
2-cocycle unitaire F sur G consiste en un élément unitaire de N ⊗ N satisfaisant à la
relation de 2-cocyclité :

(F ⊗ 1)(∆⊗ Id)(F ) = (1⊗ F )(Id⊗∆)(F ) ∈ N ⊗N ⊗N .

On parlera de 2-cocycle unitaire dual sur G pour un 2-cocycle unitaire sur le groupe
quantique dual Ĝ.

Se donnant un 2-cocycle unitaire dual sur G, on peut évidemment déformer le co-
produit de Ĝ tout en gardant ses propriétés de morphisme et de co-associativité, par la
formule :

∆̂F = N → N ⊗N , a 7→ F ∆̂(a)F ∗.
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On sait aussi depuis les travaux de De Commer sur les “objets Galois” pour les groupes
quantiques localement compacts [30], qu’il existe sur Ĝ deux poids NSF Φ̂λ,F , Φ̂ρ,F qui
sont invariants à gauche et à droite pour le co-produit déformé ∆̂F . On notera ĜF =
(N̂ , ∆̂F , Φ̂λ,F , Φ̂ρ,F ) le groupe quantique dual déformé ainsi obtenu. En utilisant finalement
la dualité de Pontriyagin, on définit alors la déformation du groupe quantique direct par :

GF := ̂̂GF =: (NF ,∆F ,Φλ,F ,Φρ,F ).

Déjà dans le cas classique d’un groupe non Abélien G, avec N = L∞(G), la construc-
tion d’un 2-cocycle unitaire dual F ∈ W ∗(G×G) n’est en rien évidente. Dans un contexte
purement algébrique cela équivaut à construire une déformation associative et équivariante
à gauche du produit ordinaire de l’algèbre des fonctions sur G.

Soit Ωπ,Σ une quantification G-équivariante et unitaire sur un groupe localement com-
pact G et soit Kπ,Σ le noyau à deux points associé. On a alors un candidat naturel pour
un 2-cocycle unitaire dual sur G :

F λ
π,Σ :=

∫
G×G

Kπ,Σ(g, h)λg−1 ⊗ λh−1 dλ(g)dλ(h).

Évidement, rien ne garantit qu’une telle expression soit bien définie car, rappelons-le, Kπ,Σ
est typiquement non borné. Rien n’indique non plus quel sens donner à ces intégrales et
sur quels domaines il faut travailler. Par contre, si on parvient à montrer l’unitarité, la
2-cocyclicité est alors automatique puisqu’étant équivalente à l’associativité de ?π,Σ sur
L2
λ(G).
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Chapitre 3

Groupes Kählériens de courbure
négative

3.1 Structures géométriques
Par groupe de Lie Kählérien nous entendons ici un groupe de Lie qui en tant que

variété soit muni d’une structure Kählérienne invariante par translations à gauche.
Depuis les travaux de Pyatetskii-Shapiro [77], on sait que tout groupe de Lie Kählérien

de courbure sectionnelle négative est de la forme

G =
((
. . .
(
Sd n Sd−1

)
n . . .

)
n S2

)
n S1, (3.1.1)

où chaque composante élémentaire S est isomorphe au facteur AN dans la décomposition
d’Iwasawa du groupe de Lie simple SU(1, n) = ANK. En particulier, tout groupe de
Lie Kählérien de courbure négative est non unimodulaire, résoluble et exponentiel (i.e.
l’application exponentielle exp : g → G est un difféomorphisme global). La structure
Kählérienne associée à chaque groupe élémentaire S vient de celle de l’espace Hermi-
tien symétrique SU(1, n)/U(n) transportée via l’isomorphisme (S-équivariant à gauche)
d’Iwasawa SU(1, n)/U(n) ' S. Rappelons aussi la structure de l’algèbre de Lie s d’un
groupe élémentaire S. Soit (V,$) un espace vectoriel symplectique et soit h l’algèbre de
Lie de Heisenberg associée : h est engendrée par V et par un élément central E, sa table
est donnée par [v1, v1] = $(v1, v2)E, v1, v2 ∈ V . L’algèbre de Lie s est alors associée à
l’extension scindée :

0 → h → s := anρh h → a → 0,

où a := RH et l’homomorphisme d’extension ρh : a → Der(h) est donné par :

ρh(H)
(
v + t E

)
:= [H, v + t E] := v + 2t E , v ∈ V , t ∈ R. (3.1.2)

En dimension deux, c’est-à-dire lorsque V = {0}, le groupe S est isomorphe à la compo-
sante connexe au neutre du groupe affine de la droite réelle. Dans le système de coordon-
nées d’algèbre de Lie :

s ' a⊕ h→ S , aH + v + tE 7→ exp{tH} exp{v + tE}. (3.1.3)

17
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la multiplication du groupe S devient :

(a, v, t).(a′, v′, t′) =
(
a+ a′, e−a

′
v + v′, e−2a′t+ t′ + 1

2e
−a′$(v, v′)

)
. (3.1.4)

Dans ce système de coordonnées, la mesure de Lebesgue sur s est une mesure de Haar à
gauche sur S et que la fonction modulaire vaut ∆S(a, v, t) = e2(n+1)a.

Mentionnons aussi une autre décomposition canoniquement attachée à un groupe élé-
mentaire S, décomposition qui permettra le moment venu de définir une polarisation glo-
bale sur S. Soit l? ⊕ l une décomposition de l’espace vectoriel symplectique (V,$) en une
somme directe de deux sous-espaces Lagrangiens en dualité symplectique et considérons
les sous-groupes de S suivants :

Q := exp{RH ⊕ l∗} , Y := exp{l⊕ RE}. (3.1.5)

Le sous-groupe Y est Abélien, normalisé par Q et S est isomorphe au produit semi-
direct QnY. La propriété fondamentale de la décomposition de Pyatetskii-Shapiro (3.1.1)
d’un groupe Kählérien de courbure négative G en groupes élémentaires, c’est que les
homéomorphismes d’extensions :

Rj ∈ Hom
(
Gj, Aut(Sj)

)
, Gj := (Sd n . . . ) n Sj+1 , j = 1, . . . , d− 1, (3.1.6)

prennent leurs valeurs dans Sp(Vj, $j) qui, dans la carte (3.1.3), agit linéairement sur
Vj. En particulier, les homéomorphismes d’extensions préservent les mesures de Haar à
gauche :

Rj(g)?dSj = dSj , ∀g ∈ Gj, ∀j = 1, . . . , d− 1. (3.1.7)

Ainsi, que l’on choisisse de paramétrer un élément g ∈ G = ((. . . Sd n . . . ) n S2) n S1 par
g = gd . . . g2g1, ou par g = g1g2 . . . gd, gj ∈ Sj, la mesure produit dλS1(g1) . . . dλSd(gd) est une
mesure de Haar à gauche sur G.

Nous allons munir maintenant tout groupe élémentaire S d’une structure d’espace
symétrique (dans le sens de Loos [67]) symplectique :

Définition 3.1.1. Un espace symétrique symplectique est un triplet (M, s, ω) où
(i) M est une variété connexe,
(ii) s est une application lisse

s : M ×M →M,

telle que
(ii.1) Pour tout x ∈M , l’application partielle

sx : M →M , y 7→ s(x, y),

est un difféomorphisme involutif admettant x comme point fixe isolé. Le difféomor-
phisme sx est appelé la symétrie au point x.
(ii.2) Pour tout couple de points (x, y) dans M , on a :

sx ◦ sy ◦ sx = ssx(y).
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(iii) ω est une forme symplectique sur M qui est laissée invariante par les symétries :

s?x ω = ω , ∀x ∈M.

À la notion d’espace symétrique symplectique est attachée celle de groupe d’automor-
phisme d’espace symétrique symplectique, Aut(M, s, ω). C’est le sous-groupe des symplec-
tomorphismes ϕ qui sont covariants vis-à-vis des symétries :

ϕ ◦ sx = sϕ(x) ◦ ϕ, ∀x ∈M.

Ce qui est essentiel c’est que Aut(M, s, ω) est toujours un groupe de Lie et qu’il agit
transitivement sur M . Évidemment, un espace symétrique symplectique peut être réalisé
comme un espace homogène de plusieurs façons et en voici une particulière. Fixons o
un point de base dans M . La symétrie au point de base donne alors naissance à un
automorphisme involutif du groupe d’automorphisme de l’espace symétrique symplectique
par la formule :

σ : Aut(M, s, ω)→ Aut(M, s, ω) , g 7→ so ◦ g ◦ so. (3.1.8)

En particulier, le groupe G(M) des transvections de M , c’est-à-dire le groupe engendré
par les produits pairs de symétries :

G(M) = gr{sx ◦ sy | x, y ∈M}.

est le plus petit sous-groupe de Aut(M, s, ω) qui soit à la fois stable par σ et qui agisse
transitivement sur M . Soit K la composante au neutre du sous-groupe de G(M) des
éléments fixés par l’involution σ. On a alors une identification d’espaces symétriques
G(M)/K 'M , où la structure d’espace symétrique de G(M)/K est donnée par :

sgK(g′K) := gσ(g−1g′)K. (3.1.9)

Ainsi, tout espace symétrique peut être décrit par le groupe involutif (G(M), σ). Men-
tionnons finalement que pour un espace symétrique symplectique, l’action par symplec-
tomorphismes du groupe de transvection n’est pas nécessairement Hamiltonienne mais il
est toujours possible de faire une extension centrale du groupe des transvections G(M)
afin que l’action du groupe étendu devienne Hamiltonienne. Pour simplifier les notations,
nous ne distinguerons pas le groupe de transvection de son extension centrale.

Pour décrire la structure d’espace symétrique sur un groupe élémentaire S, il suffit de
décrire son groupe de transvection, l’involution qui lui est attachée ainsi qu’une injection
S ↪→ G(S). Et comme tous les groupes ici sont des groupes exponentiels, il suffit de décrire
la situation au niveau des algèbres de Lie. L’algèbre de lie g du groupe des transvections
G(S) est une extension unidimensionnelle de deux copies de l’algèbre de Lie du groupe de
Heisenberg :

g := anρ (h⊕ h), (3.1.10)
où, ici aussi, a = RH et l’homomorphisme d’extension est donné par ρ := ρh ⊕ (−ρh) ∈
Der(h ⊕ h), avec ρh défini dans (3.1.2). L’involution σ au niveau de g est quant à elle
donnée par :

σ(aH,X, Y ) := (−aH, Y,X) , ∀a ∈ R , ∀X, Y ∈ h, (3.1.11)
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et l’injection de s dans g est associée à l’isomorphisme d’algèbres de Lie :

s ' an (h⊕ {0}) ⊂ g. (3.1.12)

Il est facile de voir que sous cette injection, le groupe S agit simplement transitivement
sur G(S)/K et que sous l’identification canonique S ' G(S)/K, g 7→ gK, cette action
coïncide avec l’action régulière gauche de S sur lui-même. Il est à noter que l’action linéaire
de Sp(V,$) sur V est à la fois par automorphisme du groupe S et par automorphisme de
l’espace symétrique symplectique S. En fait, on a l’identification suivante :

Aut(S) ∩ Aut(S, s, ω) ' Sp(V,$).

La décomposition Lagrangienne V = l?⊕l et la décomposition globale associée S ' QnY,
munissent aussi l’espace symétrique symplectique S d’une polarisation globale (c’est-à-dire
une distribution tangente etG(S)-invariante sur TS). Finalement, mentionnons qu’il existe
un sous-groupe B de G(S) (dont l’algèbre de Lie est une algèbre de polarisation) qui est
stable par l’involution σ, qui contient Y et qui est tel que l’application

Q×B → G(S) , (q, b) 7→ qb, (3.1.13)

est un difféomorphisme global. Relativement à cette décomposition, pour g ∈ G(S), notons
gQ ∈ Q et gB ∈ B tels que g = gQgB. Alors, la relation

s : Q×Q→ Q , (q, q′) 7→ q
(
σ(q−1q′)

)Q
, (3.1.14)

définit sur Q une structure d’espace symétrique (pas symplectique !) invariante à gauche
sur le groupe de Lie Q. Au neutre, et relativement à la décomposition Q = exp{RH} n
exp{l?}, on a :

se : Q→ Q , q = an 7→ a−1n−1, (3.1.15)

et la mesure de Haar à gauche sur Q est invariante par se. Passons finalement à la notion
d’application point-milieu :

Définition 3.1.2. Soit (M, s) un espace symétrique. Une application point-milieu sur M
est une application lisse

M ×M →M , (x, y) 7→ mid(x, y),

telle que pour tous x, y ∈M , on a :

smid(x,y)(x) = y.

On peut montrer que lorsqu’elle existe, une application point-milieu sur un espace
symétrique est nécessairement unique. Si de plus les applications partielles sy : M →M ,
x 7→ sx(y) sont des difféomorphismes globaux de M , l’application point-milieu existe et
est donnée par :

mid(x, y) := ( sx )−1 (y) , ∀x, y ∈M.
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Notons qu’alors, on a pour tout élément ϕ ∈ Aut(M, s) :

ϕ
(
mid(x, y)

)
= mid

(
ϕ(x) , ϕ(y)

)
, ∀ϕ ∈ Aut(M, s) , x, y ∈M.

C’est en particulier le cas pour l’espace symétrique associé à un groupe élémentaire S
et aussi pour celui associé à son sous-groupe Q. Nous désignerons les applications point-
milieux qui leur sont associées par respectivement midS et midQ. Notons de plus que
l’application triangle médian :

ΦS : S3 → S3 , (x1, x2, x3) 7→
(
midS(x1, x2),midS(x2, x3),midS(x3, x1)

)
, (3.1.16)

est un difféomorphisme global de S3 qui est S-invariant par rapport à l’action diagonale
gauche :

ΦS(gg1, gg2, gg3) = ΦS(g1, g2, g3), ∀g, g1, g2, g3 ∈ S.

3.2 Quantification des groupes Kählériens

3.2.1 Cas des groupes élémentaires
Le groupe de transvection G(S) ' QB de l’espace symplectique symétrique associé à

un groupe élémentaire S ' QnY, possède une famille a un paramètre, θ ∈ R∗, de vraies
(i.e. pas projective) représentations unitaires, irréductibles et non équivalentes (Uθ)θ∈R∗ ,
sur L2

λ(Q), qui sont données par :

Uθ(qb)ϕ(q0) = χθ
(
Cq−1

0 q(b)
)
ϕ(q−1q0) , q ∈ Q, b ∈ B, ϕ ∈ L2

λ(Q), (3.2.1)

où (χθ)θ∈R∗ est une famille de caractères unitaires et σ-invariants de B et C est la conju-
gaison de G(S) sur lui-même. La représentation de S que l’on considère est donnée par
la restriction de cette dernière à S, que nous continuerons à désigner par Uθ. Ces re-
présentations sont toujours irréductibles mais sont non équivalentes seulement pour des
paramètres de signes différents. La représentation Uθ de S sur L2

λ(Q) est aussi de carré
intégrable. Considérons maintenant l’opérateur

Σ : L2
λ(Q)→ L2

λ(Q) , ϕ 7→ ϕ ◦ se, (3.2.2)

où se est la symétrie au neutre de Q, définie en (3.1.15). Étant donné que la mesure de
Haar à gauche sur Q est aussi invariante par se, Σ n’est pas seulement involutif mais est
aussi auto-adjoint : Σ ∈ Usa(L2

λ(Q)). En conjuguant Σ par la représentation Uθ de G(S),
on obtient les propriétés suivantes :
Proposition 3.2.1. [8, Proposition 6.22] Soit θ ∈ R∗ fixé. L’application

G(S)→ Usa(L2
λ(Q)) , g 7→ Uθ(g) ΣUθ(g)∗,

est constante sur les classes à gauche du sous-groupe K de G(S) formé des éléments
σ-invariants. L’application quotient correspondante :

ΩS
θ : G(S)/K ' S→ Usa(L2

λ(Q)) , gK 7→ Ωθ(gK) := Uθ(g) ΣUθ(g)∗,
définit une représentation unitaire de l’espace symétrique S ' G(S)/K, dans le sens où
pour tout x, y ∈ G(S)/K et tout g ∈ G(S), on a :

ΩS
θ(x)2 = Id , ΩS

θ(x) ΩS
θ(y) ΩS

θ(x) = ΩS
θ(sx(y)) , Uθ(g) ΩS

θ(x)Uθ(g)∗ = ΩS
θ(g.x). (3.2.3)
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En paramétrant un élément g ∈ S par g = qb, avec q ∈ Q et b ∈ Y, on a pour
ϕ ∈ L2

λ(Q) :

ΩS
θ(g)ϕ(q0) = Eθ(q−1

0 qb)ϕ
(
sq(q0)

)
, (3.2.4)

où s est la symétrie du groupe de Lie symétrique Q donnée dans l’équation (3.1.14) et
Eθ ∈ C∞(S,T1) est la phase définie par :

Eθ(qb) := χθ
(
Cq

(
σ(b)b−1

))
, q ∈ Q, b ∈ Y. (3.2.5)

Définition 3.2.2. Nous appellerons la fonction Eθ donnée en (3.2.5), la phase à un point.

La version intégrée de la représentation unitaire de l’espace symétrique symplectique
(S, s, ω), définit le prototype d’une quantification S-équivariante sur le groupe S :

Définition 3.2.3. Soit θ ∈ R∗. La quantification du groupe élémentaire S est donnée par
l’application linéaire, continue et G(S)-équivariante :

Ω̃S
θ : L1(S)→ B(L2

λ(Q)) , f 7→
∫
S
f(x) ΩS

θ(x) dx.

Remarque 3.2.4. La quantification définie plus haut généralise la quantification de Weyl
pour R2n du point de vue des symétries. Dans le cas de la dimension deux (c’est-à-dire
pour le groupe affine de la droite réelle) cette construction coïncide avec le calcul de Fuchs
d’Unterberger [89].

Pour obtenir une quantification unitaire entre L2
λ(S) et l’espace de Hilbert L2(L2

λ(Q))
des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2

λ(Q), il est nécessaire d’introduire un paramètre
fonctionnel dans la construction :

Définition 3.2.5. En identifiant une fonction Borélienne m sur Q avec l’opérateur sur
L2
λ(Q) de multiplication par cette fonction, on pose

Σm := m ◦ Σ.

Lorsque m est localement essentiellement bornée les opérateurs Uθ(g) Σm Uθ(g)∗, g ∈
S, sont densément définis sur le domaine C∞c (Q) et s’étendent en des opérateurs bornés si
et seulement si la fonction m est essentiellement bornée. Nous verrons que pour obtenir
une quantification unitaire nous sommes forcés de considérer une fonction m non bornée.
Par ailleurs, lorsque m ∈ C∞(Q) et m ◦ se = m, l’opérateur Σm devient symétrique sur
C∞c (Q), il préserve son domaine et son carré coïncide avec l’opérateur de multiplication
par |m|2. De cela, il est facile de montrer que Σm est en fait essentiellement auto-adjoint.

Soit maintenant l’application Ψ : Q→ q, implicitement définie par

adΨ(q) = Adq−1 − Ad(seq)−1 , q ∈ Q. (3.2.6)

Cette application est en fait un difféomorphisme global entre le groupe Q et son algèbre
de Lie q, on pose alors :

m0(q) :=
∣∣∣Jacse(q−1) JacΨ(q)

∣∣∣1/2 . (3.2.7)

En utilisant le fait que la norme Hilbert-Schmidt d’un opérateur coïncide avec la norme
L2 de son noyau, nous obtenons le résultat suivant :



3.2. QUANTIFICATION DES GROUPES KÄHLÉRIENS 23

Proposition 3.2.6. [8, Theorem 6.43] Soit θ ∈ R∗. L’application définie sur C∞c (S) à
valeurs dans les opérateurs densément définis et préservant le domaine C∞c (Q) :

ΩS
θ : f 7→

∫
S
f(g)Uθ(g)Σm0Uθ(g)∗ dg,

s’étend en un opérateur unitaire entre L2
λ(S) et L2(L2

λ(Q)).

En transportant la structure d’algèbre Hilbertienne de L2(L2
λ(Q)) sur L2

λ(S), via ΩS
θ,

nous obtenons un star-produit S-équivariant à gauche sur L2
λ(S) :

f1 ?θ f2 := ΩS−1
θ,m0

(
ΩS
θ,m0(f1) ΩS

θ,m0(f2)
)
. (3.2.8)

Comme expliqué précédemment, le noyau à trois points associé à ce star-produit peut être
explicitement calculé :

KS
θ (g1, g2, g3) = |JacΦ−1

S
|(g1, g2, g3)1/2 exp

{
2i
θ

Area
(
Φ−1

S (g1, g2, g3)
)}
, (3.2.9)

où ΦS désigne l’application triangle médian (3.1.16) et, pour un triangle géodésique orienté
(x, y, z) dans S, Area(x, y, z) désigne l’aire symplectique de ce triangle. En utilisant l’in-
variance de la fonction ΦS sous l’action diagonale à gauche de S on en déduit le résultat
suivant :

Proposition 3.2.7. [8, Proposition 7.18] Pour f1, f2 ∈ C∞c (S), on a avec ρ la represen-
tation régulière droite :

f1 ?θ f2 =
∫
S×S
|JacΦ−1

S
|(e, g1, g2)1/2 exp

{
2i
θ

Area
(
Φ−1

S (e, g1, g2)
)}

ρg1(f1) ρg2(f2) dg1 dg2.

De plus, dans la carte (3.1.3), on a :

|JacΦ−1
S
|(e, g1, g2) =

(
cosh a1 cosh a2 cosh(a1 − a2)

)2d
cosh 2a1 cosh 2a2 cosh(2a1 − 2a2),

Area
(
Φ−1

S (e, g1, g2)
)

= t2 sinh 2a1 − t1 sinh 2a2 +$(v1, v2) cosh a1 cosh a2.

3.2.2 Cas général
Soit maintenant un groupe Kählérien de courbure négative quelconque G, de décom-

position de Pyatetskii-Shapiro :

G =
((
. . .
(
Sd n Sd−1

)
n . . .

)
n S2

)
n S1. (3.2.10)

On va maintenant construire une quantification unitaire et G-équivariante sur G :

ΩG
θ ∈ U

(
L2
λ(G),L2(L2

λ(Qd × · · · ×Q1))
)
.

Pour construire cette quantification, nous devons donner plus de détails sur la quanti-
fication d’un groupe élémentaire S. Premièrement, la quantification ΩS

θ possède en fait
un groupe de covariance L(S) strictement plus grand que le groupe de transvection G(S)
(mais strictement plus petit que le groupe d’automorphismes Aut(S, ω, s), qui par contre
est le groupe de covariance maximal du star-produit donné dans la Proposition 3.2.7). Ce
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groupe L(S) agit sur L2
λ(Q) par une action qui étend celle de G(S). L(S) peut être carac-

térisé comme le sous-groupe maximal de Aut(S, s, ωS) qui préserve la polarisation associée
à la décomposition V = l ⊕ l?. En définissant D(S) ⊂ L(S) comme le groupe d’isotropie
au neutre de S, on obtient un autre isomorphisme d’espaces symétriques symplectiques
S ' L(S)/D(S). Soit maintenant AN le facteur d’Iwasawa de Sp(V,$). En utilisant le
Théorème de conjugaison de Borel, on peut montrer qu’il existe un morphisme de groupes
ρ̂ : AN → D(S). Pour simplifier un peu la discussion, supposons maintenant que le groupe
G possède seulement deux facteurs élémentaires :

G = S2 nR S1. (3.2.11)

En utilisant plus finement les résultats de Pyatetskii-Shapiro [77], on montre que l’action
de S2 sur S1 se factorise par un sous-groupe résoluble de Sp(V1, $1). Ainsi, l’action de S2
sur S1 se factorise par (AN)1 (le facteur d’Iwasawa de Sp(V1, $1)) et nous déduisons un
morphisme ρ̃ : S2 → (AN)1. En composant ρ̂ avec ρ̃ on obtient finalement un morphisme
de groupes :

ρ : S2 → D1. (3.2.12)

Ce morphisme à deux propriétés importantes. Premièrement, ρ(S2) normalise S1 dans
L(S1). Deuxièmement, le morphisme d’extension R dans la décomposition de Pyatetskii-
Shapiro (3.2.11) coïncide avec l’action par conjugaison composée avec ρ :

Rg2(g1) = ρ(g2)g1ρ(g2)−1 , ∀g1 ∈ S1, g2 ∈ S2.

En paramétrant un élément g ∈ G = S2 nR S1 comme g = g2g1, gj ∈ Sj, on obtient une
représentation unitaire :

Uθ : S2 nR S1 → U
(
L2
λ(Q2)⊗L2

λ(Q1)
)
, g 7→ Uθ,2(g2)⊗ Uθ,1

(
ρ(g2)g1

)
, (3.2.13)

où Uθ,j est la représentation de L(Sj) sur L2
λ(Qj) étendant (3.2.1). Avec m0,j la fonction

(3.2.7) sur Qj (Sj = Qj n Yj) et avec Σm0,j l’opérateur considéré à la Proposition 3.2.6,
on définit les opérateurs suivants sur L2

λ(Q2 ×Q1) :

ΩG
θ (g) := Uθ(g) ◦m0,2 ◦

(
Σm0,1 ⊗ Σm0,2

)
◦ Uθ(g)∗ , g ∈ G.

Cette construction élémentaire par produits tensoriels, nous permet de reproduire dans le
cas de G les résultats obtenus précédemment pour S :

Théorème 3.2.8. [8, Proposition 6.60 & Theorem 6.63] Soit G = S2 nR S1.
(i) En paramétrant un élément g ∈ G par g = g1g2, gj ∈ Sj, on a :

ΩG
θ (g) = ΩS2

θ (g2)⊗ ΩS1
θ (g1),

ainsi, en posant gj = qjbj ∈ Sj qj ∈ Qj, bj ∈ Yj, on obtient pour ϕ ∈ C∞c (Q2×Q1) :

ΩG
θ (g)ϕ(q̄2, q̄1) = m0,2(q−1

2 q̄2)m0,1(q−1
1 q̄1)ES2(q̄−1

2 q2b2)ES1(q̄−1
1 q1b1)ϕ(s2q2 q̄2, s1q1 q̄1),

où ESj , j = 1, 2, est la phase à un point sur Sj, donnée dans (3.2.5).
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(ii) L’application

ΩG
θ : L2

λ(G)→ L2
(
L2
λ(Q2 ×Q1)

)
, f 7→

∫
G
f(g) ΩG

θ (g) dG(g),

est unitaire et G-équivariante.
(iii) Le star-produit associé :

f1 ?θ f2 := ΩG
θ

−1[ΩG
θ (f1) ΩG

θ (f2)
]
,

est donné sur C∞c (G) par l’expression

f1 ?θ f2(g) =
∫
G2
KG
θ (g, g′, g′′) f1(g′) f2(g′′) dG(g′) dG(g′′),

où le noyau KG
θ est donné, avec g = g1g2, g′ = g′1g

′
2, g′′ = g′′1g

′′
2 , par :

KG
θ (g, g′, g′′) := KS2

θ (g2, g
′
2, g
′′
2)KS1

θ (g1, g
′
1, g
′′
1),

avec

K
Sj
θ (gj, g′j, g′′j ) = |JacΦ−1

Sj
|(gj, g′j, g′′j )1/2 exp{2i

θ
Area

(
Φ−1

Sj (gj, g′j, g′′j )
)
}.

Bien entendu, nous pouvons itérer cette construction pour un nombre arbitraire de
facteurs élémentaires et ainsi obtenir une quantification ΩG

θ unitaire et G-équivariante
pour tout groupe Kählérien de courbure négative G. Le noyau à deux points associé est
alors donné par :

KG
θ (g, g′) =

d∏
j=1
|JacΦ−1

Sj
|(e, gj, g′j)1/2 exp{2i

θ
Area

(
Φ−1

Sj (gj, g′j, g′′j )
)
}. (3.2.14)

3.3 Intégrales oscillantes
Pour obtenir une théorie des déformations des algèbres de Fréchet, la première étape

consiste à construire une notion d’intégrale oscillante à partir de la phase du noyau à deux
points :

SG(g, g′) :=
d∑
j=1

Area
(
Φ−1

Sj (e, gj, g′j)
)
. (3.3.1)

C’est aussi et surtout à l’aide de cette fonction que nous allons définir un système de
coordonnées globales sur le groupe produit G×G. Posons aussi

AG(g, g′) :=
d∏
j=1
|JacΦ−1

Sj
|(e, gj, g′j)1/2, (3.3.2)

pour l’amplitude du noyau (3.2.14).
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Proposition 3.3.1. [8, Lemma 2.21 & Theorem 3.35] Soit g l’algèbre de Lie G et soit
(g ⊕ g)? le dual de l’algèbre de Lie de G × G. Pour un élément X ∈ g ⊕ g on définit X̃
comme étant le champs de vecteur invariant à gauche sur G×G qui lui est associcié.

(i) L’application

G×G→ (g⊕ g)? , g 7→
[
X ∈ g⊕ g 7→

(
X̃ SG

)
(g)
]
, (3.3.3)

définit un difféomorphisme global.
(ii) Dans ce système de coordonnées, la multiplication et l’inverse de G×G sont des

applications tempérées (dans le sens des fonctions tempérées de Rn vers Rm).
(iii) L’amplitude AG et la fonction modulaire sont aussi tempérées dans ce système de

coordonnées et la mesure de Haar de G × G devient un multiple de la mesure de
Lebesgue sur (g⊕ g)? par une densité tempérée.

Pour construire cette notion d’intégrale oscillante, nous sommes amenés à considérer
certains espaces fonctionnels sur des groupes de Lie non compacts. Nous commençons par
définir une notion de poids sur un groupe de Lie. (Une notion similaire apparaît dans [84].)

Définition 3.3.2. Soit G un groupe de Lie réel et connexe d’algèbre de Lie g. Un élément
µ ∈ C∞(G,R∗+) est appelé un poids si il satisfait aux propriétés suivantes :
(i) Pour tout élément X ∈ U(g), il existe CL, CR > 0 telles que (X̃ et X désignent les
opérateurs différentiels invariants respectivement à gauche et à droite sur G associés) :

|X̃µ| ≤ CL µ et |X µ| ≤ CR µ.

(ii) Il existe C,L,R ∈ R∗+ tels que pour tous g, h ∈ G on a :

µ(gh) ≤ C µ(g)L µ(h)R.

(iii) Soient µ et µ̂ deux poids sur G. On dira que µ̂ domine µ lorsque

lim
g→∞

µ(g)
µ̂(g) = 0.

L’exemple de poids le plus important pour ce qui va suivre est donné par le poids
modulaire (à ne pas confondre avec la fonction modulaire ∆G) :

dG : G→ R∗+ , x 7→
√

1 + ‖Adx‖2 + ‖Adx−1‖2, (3.3.4)

où Ad désigne l’action adjointe de G sur g et ‖.‖ désigne la norme d’opérateurs pour
n’importe quelle structure Euclidienne sur g.

Dans le cas d’un groupe Kählérien de courbure négative G, le poids modulaire est une
fonction tempérée (dans le sens de la Proposition (3.3.1)) et domine le poids constant :

lim
g→∞

dG(g) =∞.

Soit maintenant E un espace de Fréchet dont la topologie est associée à une famille
dénombrable de semi-normes {‖.‖j}j∈J et soit µ = {µj}j∈J une famille dénombrable de
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poids sur G. On définit alors l’espace symboles d’ordre µ sur G et à valeurs dans E (un
type similaire d’espaces de symboles apparait dans [65]) par :

Bµ(G, E) :=
{
F ∈ C∞(G, E) : ∀X ∈ U(g), ∀j ∈ J, ∃C > 0 : ‖X̃F‖j ≤ C µj

}
. (3.3.5)

Pour µ = (1, 1, . . . ), nous désignerons l’espace de symboles associé par B(G, E). Ces
espaces de symboles apparaissent naturellement dans le contexte des actions de groupes
sur les espaces de Fréchet :

Lemme 3.3.3. [8, Lemma 5.5] Soit E un espace de Fréchet muni d’une action isométrique
(pour chaque semi-normes qui définit la topologie de E) et fortement continue α d’un
groupe de Lie G. Considérons E∞ l’espace des vecteurs lisses de E pour l’action α et
ν := {djG}j∈N. On a alors une injection équivariante et continue

α : E∞ → Bν(G, E∞) , a 7→ α(a) = [g ∈ G 7→ αg(a)]. (3.3.6)

Remarque 3.3.4. Si nous ne voulions pas prendre en compte la topologie de E∞ dans la
cible de l’application (3.3.6), mais seulement celle de E , nous aurions alors un plongement
isométrique α : E∞ → B(G, E).

On munira les espaces de symboles Bµ(G, E) de la topologie associée à la famille de
semi-normes suivantes (dans la suite Xβ := Xβ1

1 . . . X
βdim(G)
dim(G) , β ∈ Ndim(G), désigne une

base de PBW associée au choix d’une base {X1, . . . , Xdim(G)}, de g) :

‖F‖j,k,µ := sup
|β|≤k

sup
g∈G

{‖X̃βF (g)‖j
µj(g)

}
, j, k ∈ N. (3.3.7)

Muni de cette topologie, l’espace Bµ(G, E) devient lui-même un espace de Fréchet. De
plus, B(G,C) coïncide avec l’espace des vecteurs lisses pour la représentation régulière
droite sur la C∗-algèbre des fonctions bornées et uniformément continues à droite sur G.
La propriété qui est la base de notre notion d’intégrale oscillante est la suivante :

Lemme 3.3.5. [8, Lemma 2.12] Soient (G, E) comme précédemment et soit µ, µ̂ deux
familles de poids sur G telles que µ̂j domine µj pour tout j ∈ J . Alors, Bµ(G, E) ⊂
Bµ̂(G, E) continûment. De plus, l’adhérence de D(G, E) dans Bµ̂(G, E) contient Bµ(G, E).
En particulier, D(G, E) est dense dans Bµ(G, E) pour la topologie induite de Bµ̂(G, E).

Nous pouvons aussi définir un espace de Schwartz sur G à valeurs dans E à partir du
poids modulaire dG :

S(G, E) := (3.3.8){
f ∈ C∞(G, E) : ∀X ∈ U(g) ,∀j ∈ J , ∀n ∈ N , sup

x∈G

∥∥∥dnG(x)
(
X̃ f

)
(x)
∥∥∥
j
<∞

}
.

Munie de la topologie associée aux semi-normes :

‖F‖j,k,n := sup
|β|≤k

sup
g∈G

{
‖dnG(g) X̃βF (g)‖j

}
, j ∈ J , k, n ∈ N, (3.3.9)

S(G, E) devient un espace de Fréchet nucléaire.



28 CHAPITRE 3. GROUPES KÄHLÉRIENS DE COURBURE NÉGATIVE

Nous allons maintenant construire une famille d’opérateur différentiels sur G × G
satisfaisant aux propriétés (2.2.2) et (2.2.3) pour la phase SG associée au noyau à deux
points KG

θ , phase donnée dans (3.3.1). La première difficulté consiste à comprendre le
comportement de la fonction SG sous l’action répétée des champs de vecteurs invariants à
gauche : dans ce contexte non Abélien, l’ordre dans lequel nous allons faire des intégrations
par parties est de la plus grande importance.

Proposition 3.3.6. [8, Theorem 3.35] Soient G un groupe Kählérien de courbure néga-
tive, g son algèbre de Lie et SG ∈ C∞(G×G,R) la fonction donnée dans (3.3.1). Alors il
existe une décomposition en sous-espaces vectoriels :

g⊕ g =
N⊕
n=0

Vn, (3.3.10)

et pour n = 0, . . . , N , il existe un élément Xn ∈ U(Vn) (U(Vn) est la sous-algèbre unifère
de U(g) engendrée par Vn), tel que :

— En désignant par αn le multiplicateur de SG associé à Xn ∈ U(Vn) par la relation

X̃n exp{2i
θ
SG} =: αn exp{2i

θ
SG},

— En considérant les coordonnées globales sur G×G :

xjn :=
(
ẽnj SG

)
(x) , n = 0, . . . , N , j = 1, . . . , dim(Vn), (3.3.11)

associées au choix de bases {enj }j=1,...,dim(Vn), n = 0, . . . , n, des espaces Vn
— Et en posant pour n ∈ {0, ..., N} :

V (n) :=
n⊕
k=0

Vk, (3.3.12)

nous avons les propriétés suivantes :
(i) Il existe Cn > 0 et ρn > 0 tels que :

|αn| ≥ Cn
(
1 + |xn|ρnn

)
,

où xn := (xjn)j=1,...,dim(Vn).
(ii) Pour n = 0, . . . , N , il existe une fonction tempérée µn ∈ C∞(G×G,R∗+) telle que :

(ii.1) Pour tout A ∈ U(V (n)) il existe CA > 0 tel que :∣∣∣Ã αn∣∣∣ ≤ CA |αn| µn.

(ii.2) La fonction µn est indépendante des variables {xjr}j=1,...,dim(Vr), pour r ≤ n :

∂µn

∂xjr
= 0 , ∀r ≤ n , ∀j = 1, . . . , dim(Vr).
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En se donnant maintenant ~r = (r0, . . . , rN) ∈ NN+1, on considère alors l’opérateur
différentiel

D~r := Dr0
0 Dr1

1 . . . DrN
N , (3.3.13)

où pour n = 0, . . . , N , et avec Xn ∈ U(Vn) donné dans la Proposition 3.3.6, on a posé

Dn : C∞(G×G)→ C∞(G×G) , Φ 7→ X̃n

( Φ
αn

)
. (3.3.14)

Bien évidement, nous avons par construction :

D∗~r exp{2i
θ
SG} = exp{2i

θ
SG} , ∀~rj ∈ NN+1.

En combinant les Proposition 3.3.1 et 3.3.6, on en déduit qu’il existe un élément ~r :=
{~rj}j∈J tel que la famille D := {D~rj}j∈J satisfait à la propriété (2.2.3) :

Proposition 3.3.7. [8, Proposition 2.29] Soient G un groupe Kählérien de courbure
négative, E un espace de Fréchet et µ une famille de poids tempérés sur G × G. Alors,
pour tout j ∈ J , il existe ~rj ∈ NN+1, Cj > 0 et kj ∈ N, tels que pour tout élément
F ∈ Bµ(G×G, E), on a∫

G×G
‖D~rjF (g)‖j dG×G(g) ≤ Cj ‖F‖j,kj ,µ.

En utilisant le fait que l’amplitude AG donnée dans (3.3.1) appartient à un espace
Bµ(G×G) pour un poids tempéré µ, on a alors la notion d’intégrale oscillante suivante :

Définition 3.3.8. Soient E un espace de Fréchet et µ, µ̂ deux familles de poids tempérés
sur G × G telles que µ ≺ µ̂. Associé à la famille de poids tempérés µ̂, considérons ~r :=
{~rj}j∈J comme donné dans la Proposition 3.3.7 et soit D~rj l’opérateur différentiel associé
(3.3.13). En effectuant une intégration par parties, on obtient une application continue
pour la topologie induite de Bµ̂(G×G, E) :

C∞c (G×G, E)→ E , F 7→
∫
G×G

KG
θ F =

∫
G×G

exp{2i
θ
SG}D~rj

(
AG F

)
.

D’après le Lemme 3.3.5, cette application s’étend uniquement en une application continue

˜∫
G×G

KG
θ : Bµ(G×G, E)→ E ,

que nous appellerons l’intégrale oscillante pour le noyau KG
θ .

Remarque 3.3.9. On montre facilement que notre notion d’intégrale oscillante ne dépend
pas du choix de la famille de poids dominants µ̂ ni du choix des opérateurs différentiels
D~rj . De plus, pour tout F ∈ Bµ(G×G, E), on a pour la topologie de E :

˜∫
G×G

KG
θ

(
F
)

= lim
n→∞

∫
G×G

KG
θ (g, g′)Fn(g, g′) dG(g) dG(g′), (3.3.15)

pour n’importe quelle suite {Fn}n∈N dans C∞c (G × G, E) qui converge vers F pour la
topologie de Bµ̂(G×G, E) avec une famille quelconque de poids dominants µ̂. Par contre,
l’intégrale oscillante sur Bµ(G×G, E) n’est certainement pas l’unique extension continue
de sa restriction à C∞c (G×G, E).
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3.4 Déformation des algèbres de Fréchet
Soit maintenant A une algèbre de Fréchet munie d’une action isométrique α d’un

groupe Kählérien de courbure négative G. Le but est de donner du sens à l’expression
suivante :

a ?αθ b =
∫
G×G

KG
θ (g1, g2)αg1(a)αg2(b) dG(g1) dG(g2) , a, b ∈ A∞.

D’après le Lemme 3.3.3 on sait que pour a ∈ A∞, la fonction de G vers A∞ α(a) =
[g 7→ αg(a)] appartient à Bν(G,A∞), pour ν une famille de poids tempérés sur G. Comme
a ?αθ b = α(a) ?θ α(b)(e), il suffit de donner du sens à l’expression

F1 ?θ F2 =
∫
G×G

KG
θ (g1, g2)

(
ρg1F1

) (
ρg2F2

)
dG(g1) dG(g2), (3.4.1)

avec Fj ∈ Bµj(G,A), j = 1, 2, et µ
j
une famille de poids tempérés arbitraire. Tout d’abord,

on montre que l’application

R⊗R : (F1, F2) 7−→
[
(g1, g2) 7→ (ρg1F1)(ρg2F2) :=

[
g 7→ F1(gg1)F2(gg2)

]]
, (3.4.2)

envoie continûment Bµ1(G,A)×Bµ2(G,A) sur Bν
(
G×G , Bλ(G,A)

)
, pour ν, λ des familles

de poids tempérés. L’idée est de définir les intégrales intervenant dans l’expression (3.2.11)
comme des intégrales au sens de la Définition 3.3.8 pour l’espace de Fréchet E = Bλ(G,A).
La question restante est celle de l’associativité. Elle se démontre au niveau de C∞c (G) en
utilisant l’associativité au niveau de L2

λ(G) (conséquence directe de la construction du
calcul pseudo-différentiel) et s’étend aux espaces Bν(G) par densité (Lemme 3.3.5). Plus
précisément, on obtient :

Théorème 3.4.1. [8, Theorem 2.43] Soient µ1, µ2 deux familles de poids tempérés sur
G et soit A une algèbre de Fréchet. Avec R ⊗ R, l’application construite dans (3.4.2),
l’intégrale oscillante

?θ :=
[
(F1, F2) 7→

˜∫
G×G

KG
θ ◦ R ⊗R (F1, F2)

]
, (3.4.3)

définit une application bilinéaire et continue de Bµ1(G,A) × Bµ2(G,A) vers Bλ(G,A),
pour λ une famille de poids tempérés sur G. De plus, pour tout (F1, F2, F3) ∈ Bµ1(G,A)×
Bµ2(G,A)× Bµ3(G,A), on a l’égalité

(F1 ?θ F2) ?θ F3 = F1 ?θ (F2 ?θ F3),

dans Bν(G,A) pour une famille de poids tempéré ν sur G. En particulier, on a un produit
continu et associatif :

?θ : B(G,A)× B(G,A)→ B(G,A).
Finalement, l’espace de Schwartz S(G,A) donné dans (3.3.8) est un idéal bilatère de
(B(G,A), ?θ).

En corollaire, on en déduit un résultat important :
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Théorème 3.4.2. [8, Theorem 5.8] Soit (A, α,G) une algèbre de Fréchet munie d’une
action fortement continue et isométrique d’un groupe Kählérien de courbure négative. En
posant

a ?αθ b :=
(
α(a) ?θ α(b)

)
(e), (3.4.4)

(A∞, ?αθ ) devient une algèbre de Fréchet associative.

Il y a une petite clarification que nous pouvons donner maintenant. Nous savons déjà
que lorsque A = Cru(G), la C∗-algèbre des fonctions bornées et uniformément continues à
droite sur G, alors A∞ = B(G). Ainsi, il est naturel de se demander si le produit déformé
(3.4.4) construit à l’aide de la représentation régulière droite (qui est fortement continue
et isométrique) sur Cru(G), coïncide avec le produit (3.4.3) pour A = C. En fait, on peut
montrer que pour a, b ∈ A∞, on a

a ?αθ b =
˜∫
G×G

KG
θ

(
α(a, b)

)
, (3.4.5)

avec la notation
α(a, b) : G×G→ A∞ : (x, y) 7→ αx(a)αy(b),

À partir de cela, on en déduit :

Corollaire 3.4.3. [8, Proposition 5.10 & Corollary 5.11] Pour A = Cru(G) et α = ρ,
on a (

A∞, ?αθ
)

=
(
B(G), ?θ

)
.

Pour conclure sur la déformation des algèbres de Fréchet, voici deux descriptions al-
ternatives des algèbres que nous avons construit. La première explique que la déformation
associée à l’action d’un groupe Kählérien de courbure négative coïncide avec les déforma-
tions itérées associées à chaque sous-groupe élémentaire.

Proposition 3.4.4. [8, Proposition 5.20] Soit G un groupe Kählérien de courbure néga-
tive de décomposition de Pyatetskii-Shapiro G = G′nS, où G′ est un groupe Kählérien de
courbure négative et S un groupe élémentaire. Soit aussi A une algèbre de Fréchet munie
d’une action α fortement continue et isométrique de G. En désignant par αG′ (respecti-
vement par αS) la restriction de α à G′ (respectivement à S) et pour C un sous-espace de
A, en désignant par C∞G (respectivement par C∞G′, par C∞S ) l’espace des vecteurs lisses C
pour l’action de G (respectivement de G′, de S), on a(

(A∞S , ?α
S

θ )∞G′ , ?α
G′

θ

)
= (A∞G , ?αθ ).

La seconde description permet de comprendre nos algèbres déformés comme des al-
gèbres de points fixes.

Proposition 3.4.5. [8, Proposition 5.13] Soit (A, α,G) une algèbre de Fréchet munie
d’une action fortement continue et isométrique d’un groupe Kählérien de courbure néga-
tive. On a alors un isomorphisme isométrique d’algèbres de Fréchet :

(A∞, ?αθ ) '
(
B(G,A)β, ?θ

)
,

où le membre de droite désigne la sous-algèbre des points fixes pour l’action(
βgF

)
(g0) := αg

(
F (g−1g0)

)
, g, g0 ∈ G.
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3.5 Déformation des C∗-algèbres
Nous allons maintenant passer à la question du plongement de l’algèbre de Fréchet

déformée dans une C∗-algèbre. Dans ce qui suit, nous prendrons comme cas particulier
d’algèbre de Fréchet une C∗-algèbre A, toujours munie d’une action α isométrique et
fortement continue d’un groupe Kählérien de courbure négative G. Rappelons que notre
objectif est de définir une C∗-norme sur (A∞, ?αθ ) de manière à obtenir, après complétion,
une théorie des déformations au niveau des C∗-algèbres. Pour cela, considérons H un
espace de Hilbert séparable sur lequel A se représente fidèlement. Par la suite, nous
identifierons A avec son image dans B(H). Soit S(G,A) l’espace des fonctions sur G à
valeur sur A de type Schwartz, défini dans (3.3.8). Étant donné que S(G,A) ⊂ L2

λ(G,A)
et que la quantification ΩG

θ est unitaire de L2
λ(G) vers L2(L2

λ(Q)), il est facile de voir que
l’application

f ∈ S(G,A) 7→ ΩG
θ (f) :=

∫
G

ΩG
θ (x) ⊗ f(x) dG(x), (3.5.1)

est bien définie, prend ses valeurs dans K(L2
λ(Qd × · · · ×Q1))⊗A et est compatible avec

l’involution :

ΩG
θ (f)∗ = ΩG

θ (f ∗) avec f ∗ := [g 7→ f(g)∗] ∈ S(G,A).

On sait par ailleurs (voir la Remarque 3.3.4), que pour a ∈ A∞, la fonction α(a) :=
[g ∈ G 7→ αg(a)] appartient à B(G,A). Toute la question repose alors sur la construction
d’une extension de S(G,A) vers B(G,A) de l’application (3.5.1). On disposera alors d’une
pré-C∗-norme sur (A∞, ?αθ ), en posant

‖a‖θ :=
∥∥∥ΩG

θ

(
α(a)

)∥∥∥,
où la norme dans le membre de droite est la C∗-norme du produit tensoriel minimal de A
avec B

(
L2
λ(Qd)⊗ · · · ⊗L2

λ(Q1)
)
. Notre approche pour construire cette extension s’appuie

sur des méthodes d’états cohérents et de fonctions de Wigner. Le résultat suivant est une
version du résultat classique de Duflo et Moore [35] dans un cas réductible. Commençons
par définir la notion d’états cohérents pour G :

Définition 3.5.1. Soit G un groupe Kählérien de courbure négative. Pour un élément
η ∈ D(Qd × · · · ×Q1), soit {ηx}x∈G la famille d’états cohérents définis par

ηx := Uθ(x)η , x ∈ G,

où Uθ est la représentation unitaire, irréductible et de carré intégrable de G sur Hχ :=
L2
λ(Qd × · · · ×Q1) construite dans (3.2.13) pour le morphisme (3.2.12).

La famille d’états cohérents {ηx}x∈G permet d’obtenir une résolution de l’identité au sens
faible :

Proposition 3.5.2. [8, Proposition 8.6] Soit G un groupe Kählérien de courbure négative,
H un espace de Hilbert séparable et η ∈ D(Qd × · · · ×Q1) \ {0}. Alors, pour tout Φ,Ψ ∈
Hχ ⊗H, la relation suivante est satisfaite :

〈Ψ,Φ〉Hχ⊗H = C(η)−1
∫
G

〈
〈ηx,Ψ〉Hχ , 〈ηx,Φ〉Hχ

〉
H

dG(x),
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où 〈ηx,Ψ〉Hχ est le vecteur de H défini par :〈
ϕ, 〈ηx,Ψ〉Hχ

〉
H

:=
〈
ηx ⊗ ϕ,Ψ

〉
Hχ⊗H

, ∀ϕ ∈ H,

et la constante C(η) est donnée par

(2πθ)dim(G)/2‖∆Qd ⊗ · · · ⊗∆Q1 η‖2
2,

avec ∆Qj la fonction modulaire de Qj.

L’existence d’une résolution de l’identité permet d’obtenir le résultat suivant qui est
à la base d’une estimation du type Calderón-Vaillancourt, elle-même étant à la base de
la construction de l’extension de l’application (3.5.1) :

Proposition 3.5.3. [8, Lemma 8.9] Soit G un groupe Kählérien de courbure négative,
H un espace de Hilbert séparable, η ∈ D(Qd×· · ·×Q1)\{0} et T un opérateur densément
défini sur Hχ ⊗H, dont le domaine contient le produit tensoriel algébrique D(Qd × · · · ×
Q1)⊗H. Si on a

C1 := sup
y∈G

∫
G
‖〈ηx, T ηy〉Hχ‖B(H) dG(x) <∞ , C2 := sup

x∈G

∫
G
‖〈ηx, T ηy〉Hχ‖B(H) dG(y) <∞,

alors T s’étend en un opérateur borné sur Hχ ⊗H avec ‖T‖ ≤
√
C1C2.

Ainsi, tout ce dont nous avons besoin pour étendre ΩG
θ de S(G,A) à F ∈ B(G,A), c’est de

définir les coefficients matriciaux 〈ηx,ΩG
θ (F )ηy〉Hχ , x, y ∈ G, F ∈ B(G,A), et de montrer

que les applications[
x ∈ G 7→

[
y ∈ G 7→ 〈ηx,ΩG

θ (F )ηy〉Hχ
]]
,
[
x ∈ G 7→

[
y ∈ G 7→ 〈ηy,ΩG

θ (F )ηx〉Hχ
]]
,

appartiennent à L∞
(
G,L1(G,A)

)
. En utilisant deux fois la résolution de l’identité donnée

dans la Proposition 3.5.2, l’opérateur ΩG
θ (F ) sera alors défini par la forme quadratique

Hχ ⊗H :

〈Φ,ΩG
θ (F )Ψ〉Hχ⊗H =

∫
G×G

〈
〈ηx,Φ〉Hχ , 〈ηx,ΩG

θ (F )ηy〉Hχ〈ηy,Ψ〉Hχ
〉
H

dG(x) dG(y). (3.5.2)

Pour donner un sens à ces coefficients matriciaux, procédons tout d’abord formellement.
En partant de l’expression explicite des opérateurs ΩG

θ (x) (voir Théorème 3.2.8 (i)), en
utilisant la covariance sous l’action à gauche de G et en permutant (formellement) les
intégrales, on arrive à

〈ηx,ΩG
θ (F )ηy〉Hχ = Tη

( ∫
S1

ES1
θ (g1) m0,1(q−1

1 ) . . . (3.5.3)

. . .
( ∫

Sd
ESd
θ (gd) m0,d(q−1

d )Rη

(
L?y−1F

)
(gd, . . . , g1; .)dSd(gd)

)
. . . dS1(g1)

)
(y−1x),

où, pour S un groupe élémentaire, la phase à un point ES
θ (voir Définition 3.2.2) est donnée

par :
ES
θ(qb) = χθ

(
Cq(b−1σ̃b)

)
=: e

i
θ

S(qb), (3.5.4)
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et, pour η ∈ C∞c (Qd × · · · ×Q1), nous avons défini les opérateurs linéaires Tη et Rη par :

Tη : L2
λ(Qd × · · · ×Q1, A)→ L∞(G,A) , f 7→

[
x ∈ G 7→ 〈 ηx, f〉

]
, (3.5.5)

et

Rη : C∞(G,A)→ C∞
(
Sd, C∞

(
Sd−1, . . . C

∞
(
S1, C

∞(Qd × · · · ×Q1, A)
)
. . .
))
,

F 7→
[
qdbd ∈ Sd 7→

[
qd−1bd−1 ∈ Sd−1 7→ . . .

[
q1b1 ∈ S1 7→

[
(q′d, . . . , q′1) ∈ Qd × · · · ×Q1 7→

F (q′1q1b1 . . . q
′
d−1qd−1bd−1q

′
dqdbd) η

(
q′dsqd(e), . . . , q

′
1sq1(e)

)
∈ A

]]
. . .
]]
,

Pour énoncer les propriétés fondamentales des opérateurs Tη et Rη, nous avons besoin
d’introduire un dernier espace de symboles qui n’est définit que pour un groupe élémen-
taire S et qui est associé à la décomposition S = QnY donnée dans (3.1.13). Soient encore
E un espace de Fréchet, µ = {µj}j∈J une famille de poids tempérés sur S et soit aussi ν
un poids tempéré sur S et invariant par translations à droite dans Y. On définit alors :

Bµ,ν(S, E) :=
{
F ∈ C∞(S, E) : ∀ (j,X, Y ) ∈ J × U(q)× U(Y) , ∃C : (3.5.6)

‖X̃ Ỹ F (qb)‖j ≤ C µj(qb)ν(q)deg(X)
}
.

Cet espace se comprend comme une variante de l’espace Bµ(S, E), où une dépendance
spécifique de la famille de poids µ dans l’ordre des dérivations est permise. On a alors le
résultat suivant :

Proposition 3.5.4. [8, Proposition 8.3 & Lemma 8.18] Soit G un groupe Kählérien de
courbure négative, E un espace de Fréchet et η un élément de D(Qd × · · · ×Q1).

(i) L’application linéaire Tη est continue de S(Qd × · · · ×Q1, E) vers L1(G, E).
(ii) L’application linéaire Rη est continue de B(G,A) vers

Bµd,νd
(
Sd,Bµd−1,νd−1

(
Sd−1, . . .Bµ1,ν1

(
S1,S(Qd × · · · ×Q1, A)

)
. . .
))
,

où :

νj := d2
Qj
, µ

j
:=
{
d
nj(kj−1,lj−1;...;k1,l1;k,l)
Sj

}
(kj−1,lj−1;...;k1,l1;k,l)∈N2j

, j = d, . . . 1.

Retournons à l’expression (3.5.3), dans laquelle nous pouvons supposer que F est à
valeurs dans Asa. Ce que nous devons établir, c’est alors

sup
y∈G

∫
G

∥∥∥〈ηx,Ωθ(F )ηy〉Hχ
∥∥∥ dG(x) <∞.

Étant donné que les semi-normes définissant la topologie de B(G,A) sont invariantes par
translations à gauche, au vu de l’expression (3.5.3) il est clair que l’uniformité dans la
variable y sera satisfaite. En utilisant la Proposition 3.5.4, on voit que la difficulté restante
est de donner un sens oscillant aux l’intégrales contre les phases ESj

θ et de montrer que
cette intégrale oscillante envoie Bµ,ν(S, E) sur E continûment. Cela fait suite au fait que
la phase S ∈ C∞(S,R) satisfait à des propriétés analogues à celles données dans les
Propositions 3.3.1 et 3.3.6 (avec S à la place de G × G). Plus précisément, on montre le
résultat suivant :
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Proposition 3.5.5. [8, Theorem 8.17] Soit µ une famille de poids tempérés sur S, ν
un poids tempéré et invariant par translations à droite dans Y sur S et E un espace de
Fréchet de topologie associée aux semi-normes {‖.‖j}j∈J . Alors, pour tout j ∈ J , il existe
un opérateur différentiel Dj tel que pour tout F ∈ Bµ,ν(S, E), on a∫

S
‖D~r m0(g)F (g)‖j dS(g) ≤ Cj ‖F‖j,kj ,lj ,µ,ν .

Ainsi, on obtient une application continue (voir Définition 3.3.8) :

˜∫
S
m0 ES

θ : Bµ,ν(S, E)→ E ,

que nous appellerons l’intégrale oscillante pour la phase ES
θ.

En combinant les Propositions 3.5.4 et 3.5.5, nous obtenons une version courbe et à valeurs
dans une C∗-algèbre du Théorème de Calderón-Vaillancourt :

Théorème 3.5.6. [8, Theorem 8.20] Soient G un groupe Kählérien de courbure né-
gative, A une C∗-algèbre fidèlement représentée sur un espace de Hilbert séparable H,
F ∈ B(G,A) et η ∈ D(Qd × · · · ×Q1). Pour x, y ∈ G, définissons l’élément de A par

〈ηx,ΩG
θ (F )ηy〉Hχ := Tη

( ˜∫
S1

ES1
θ m̂1 . . . (3.5.7)

. . .
( ˜∫

Sd
ESd
θ m̂d

[
gd ∈ Sd 7→ . . .

[
g1 ∈ S1 7→ Rη

(
L?y−1F

)
(gd, . . . , g1; .)

]
. . .
])
. . .
)

(y−1x),

où m̂j(qb) = m0,j(q−1) et ESj
θ est la phase à un point de Sj donné dans (3.5.4). On a

alors :

sup
x∈G

∫
G

∥∥∥〈ηx,ΩG
θ (F )ηy〉Hχ

∥∥∥ dG(y) <∞ , sup
y∈G

∫
G

∥∥∥〈ηx,ΩG
θ (F )ηy〉Hχ

∥∥∥ dG(x) <∞.

Ainsi, l’opérateur ΩG
θ (F ) sur Hχ ⊗H défini à partir de la forme quadratique

(Ψ,Φ) ∈
(
Hχ ⊗H

)2
7→
∫
G×G

〈
〈ηx,Ψ〉Hχ , 〈ηx,ΩG

θ (F )ηy〉Hχ〈ηy,Ψ〉Hχ
〉
H

dG(x) dG(y),

est borné. De plus, il existe k ∈ N (dépendant de la dimension de G seulement) et C > 0
tels que pour tout F ∈ B(G,A) on a :

‖ΩG
θ (F )‖ ≤ C ‖F‖k,∞.

En utilisant le plongement donné dans Remarque 3.3.4 :

α : A∞ → B(G,A) , a 7→ α(a) = [g 7→ αg(a)],

ainsi que les relations

ΩG
θ

(
α(a∗ ?αθ b)

)
= ΩG

θ

(
α(a)

)∗
ΩG
θ

(
α(b)

)
, ∀a, b ∈ A∞,

le Théorème 3.5.6 montre que nous avons une C∗-norme sur (A∞, ?αθ ) :

‖a‖θ :=
∥∥∥ΩG

θ

(
α(a)

)∥∥∥. (3.5.8)

En résumé, nous avons obtenu :
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Théorème 3.5.7. [8, Proposition 8.26] Soit (A,α,G) une C∗-algèbre munie d’une action
isométrique et fortement continue d’un groupe Kählérien de courbure négative. Alors, il
existe une C∗-norme sur l’algèbre de Fréchet déformée (A∞, ?αθ ). Son adhérence en norme
est appelée la C∗-déformation de A et est notée Aθ.

3.6 Propriétés de la déformation
Nous allons maintenant passer en revue certaines propriétés de la C∗-déformation.

Tout d’abord, et de façon analogue à la Proposition 3.4.4, on peut montrer que la dé-
formation associée à l’action d’un groupe Kählérien de courbure négative coïncide avec
les C∗-déformations itérées de chacun de ses sous-groupes élémentaires. Fixons G un
groupe Kählérien de courbure négative de décomposition de Pyatetskii-Shapiro donnée
par G = G′ n S et A une C∗-algèbre munie d’une action α fortement continue et isomé-
trique de G. Bien évidement αS, la restriction de α au sous-groupe S, est aussi fortement
continue et isométrique. Ainsi, nous pouvons construire la déformation de A pour l’ac-
tion αS de S, déformation que nous noterons AS

θ. On montre alors que G′ agit fortement
continûment par isométries sur AS

θ. En effet, on a montré dans la Proposition 3.4.4 que
le sous-espace des vecteurs lisses pour G coïncide avec le sous-espace des vecteurs lisses
pour G′, a l’intérieur du sous-espace des vecteurs lisses pour S. Ainsi A∞, le sous-espace
des vecteurs lisses pour G dans A est dense dans AS

θ. Étant donné que l’action de G′ est
fortement continue sur A∞, on en déduit le résultat par densité. On peut donc produire
la C∗-déformation de AS

θ en utilisant l’action de G′. On note cette C∗-algèbre (AS
θ)G

′
θ .

Évidement on peut aussi produire la C∗-déformation de A en utilisant l’action de G di-
rectement. On notera cette déformation par AGθ . En utilisant la Proposition 3.4.4, on sait
qu’au niveau de A∞ les deux constructions coïncident. Pour conclure, il suffit de mon-
trer que les C∗-normes de (AS

θ)G
′

θ et de AGθ coïncident sur A∞. Mais cette propriété est
automatique au vu de notre construction. Ainsi, on obtient :

Proposition 3.6.1. [8, Proposition 8.28] Soit G un groupe Kählérien de courbure néga-
tive de décomposition de Pyatetskii-Shapiro G = G′nS, où G′ est un groupe Kählérien de
courbure négative et S un groupe élémentaire. Soit A une C∗-algèbre munie d’une action
α fortement continue et isométrique de G. Avec les notations précédentes, on a :

AGθ = (AS
θ)G

′

θ .

Nous allons montrer maintenant que la C∗-norme déformée coïncide aussi avec la
C∗-norme des endomorphismes adjointables et bornés d’un C∗-module pour A, ce qui
clarifiera l’analogie entre notre construction et celle de Rieffel [80].

Définition 3.6.2. Pour f1, f2 dans l’espace de Schwartz S(G,A), on définit le produit
scalaire à valeurs dans A suivant :

〈f1, f2〉θ :=
∫ 〈

ηg,ΩG
θ (f ∗1 ?θ f2)ηg

〉
dG(g), (3.6.1)

où {ηg}g∈G ⊂ Hχ est la famille d’états cohérents donnée dans la Définition 3.5.1.
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Munie de ce produit scalaire et de l’action

S(G,A)× A→ S(G,A) , (f, a) 7→
[
g ∈ G 7→ f(g)a

]
,

l’espace S(G,A) devient un pré-C∗-module à droite pour la C∗-algèbre A. Définissons
ensuite pour F ∈ B(G,A) l’opérateur Lθ(F ) sur S(G,A) donné par Lθ(F )f = F ?θ f.
D’après la Proposition 3.4.1, on sait que l’opérateur Lθ(F ), F ∈ B(G,A), agit continûment
sur S(G,A). Il est aussi facile de montrer que cet opérateur est adjointable, d’adjoint donné
par Lθ(F ∗). Cet opérateur est aussi borné. En effet, en utilisant l’inégalité d’opérateurs
sur B(Hχ)⊗ A :

ΩG
θ (f ∗ ?θ F ∗ ?θ F ?θ f) ≤ ‖ΩG

θ (F )‖2ΩG
θ (f ∗θ ?θ f),

on en déduit l’inégalité d’opérateurs sur A :

〈Lθ(F )f, Lθ(F )f〉θ ≤ ‖ΩG
θ (F )‖2〈f, f〉θ.

Ainsi, pour F ∈ B(G,A), l’opérateur Lθ(F ) appartient à la C∗-algèbre des endomor-
phismes A-linéaires, adjointables et bornés du pré-C∗-module S(G,A), et on a

‖Lθ(F )‖ ≤ ‖ΩG
θ (F )‖. (3.6.2)

Mais on a aussi l’inégalité inverse,

‖Lθ(F )‖ ≥ ‖ΩG
θ (F )‖, (3.6.3)

car la norme ‖ΩG
θ (.)‖ restreinte au produit tensoriel algébrique B(G) ⊗alg A ⊂ B(G,A),

coïncide par construction avec la C∗-norme minimale sur le produit tensoriel algébrique de
la C∗-algèbre engendrée par les opérateurs ΩG

θ (F ), F ∈ B(G,A), avec A. Nous déduisons
ainsi une autre expression pour la C∗-norme déformée :

Proposition 3.6.3. [8, Theorem 8.33] Soit (A,α,G) une C∗-algèbre munie d’une ac-
tion fortement continue et isométrique d’un groupe Kählérien de courbure négative. La
C∗-norme sur (A∞, ?αθ ) donnée par a ∈ A∞ 7→ ‖Lθ(α(a))‖ coïncide avec la C∗-norme
déformée ‖.‖θ donnée dans (3.5.8).

Pour conclure, nous allons montrer que laK-théorie est un invariant de cette déformation :

Théorème 3.6.4. [8, Theorem 8.50] Pour tout θ ∈ R∗, on a K∗(Aθ) ' K∗(A), ∗ = 0, 1.

Pour expliquer les arguments permettant d’obtenir ce résultat, définissons Bθ(G,A)
et Sθ(G,A) comme étant les C∗-complétions des algèbres de Fréchet

(
B(G,A), ?θ

)
et(

S(G,A), ?θ
)
pour la C∗-norme déformée ‖.‖θ. On munit Bθ(G,A) de l’action β de G,

définie au niveau de B(G,A) par :(
βgF

)
(g0) := αg

(
F (g−1g0)

)
. (3.6.4)

Il est facile de voir que β est isométrique sur Bθ(G,A) et que sa restriction à Sθ(G,A)
est fortement continue. D’après la Proposition 3.2.8 (ii), on sait aussi que Sθ(G,A) est
isomorphe à K(Hχ)⊗A. Le Théorème 3.6.4 se déduit alors de l’isomorphisme de Connes-
Thom ainsi que de l’équivalence de Morita suivante :
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Théorème 3.6.5. [8, Corollary 8.49] La C∗-algèbre déformée Aθ est fortement Morita
équivalente au produit croisé Gnβ Sθ(G,A).
Ce résultat se démontre en suivant les méthodes développées dans [81], lesquelles sont
basées sur les constructions de [79]. La première étape consiste à montrer que l’action β
est propre :
Proposition 3.6.6. [8, Proposition 8.45] Pour f1, f2 ∈ S(G,A∞), les applications[

g ∈ G 7→ ∆G(g)−1/2f1 ?θ βg(f ∗2 )
]

et
[
g ∈ G 7→ f1 ?θ βg(f ∗2 )

]
,

sont dans L1
(
G,Sθ(G,A)

)
. De plus, l’application

Λf1,f2 : S(G,A∞)→ S(G,A∞) , f 7→
∫
G
f ?θ βg(f ∗1 ?θ f2) dG(g),

appartient à la sous-algèbre de la C∗-algèbre des multiplicateurs de Sθ(G,A), formée des
éléments β-invariants et préservant S(G,A∞). Comme que S(G,A∞) est une sous-algèbre
dense et stable sous β de Sθ(G,A), on en déduit que l’action β de G sur Sθ(G,A) est propre
dans le sens de [79].

La sous-C∗-algèbre de M(Sθ(G,A)) engendrée par les applications Λf1,f2 est appelée
l’algèbre des points fixes généralisés de Sθ(G,A) et se note Sθ(G,A)β. D’après [79, Theo-
rem 1.5], Sθ(G,A)β est fortement Morita équivalente à la sous-C∗-algèbre du produit
croisé Gnα̂ Sθ(G,A), engendrée par les éléments{[

g ∈ G 7→ ∆(g)−1/2f1 ?θ βg(f ∗2 ) ∈ S(G,A∞)
]

: f1, f2 ∈ S(G,A∞)
}
, (3.6.5)

et le bi-module d’équivalence est Sθ(G,A) lui-même. On montre facilement que Sθ(G,A)β
est isomorphe à Aθ. Le Théorème 3.6.5 (et donc le Théorème 3.6.4) se déduit alors du fait
que l’action β de G sur Sθ(G,A) est saturée, ce qui signifie que l’algèbre de convolution
engendrée par les éléments donnés dans (3.6.5), est dense dans la C∗-algèbre (réduite) du
produit croisé Gnβ Sθ(G,A). Cette propriété vient essentiellement de la formule d’inver-
sion suivante :
Proposition 3.6.7. [8, Proposition 8.47] Soient G un groupe Kählérien de courbure
négative et f1, f2 ∈ S(G,A∞). On a alors la représentation absolument convergente pour
chaque semi-norme ‖.‖j,k,n (3.3.9) :∫

G×G
KG
−θ(x1, x2)

(
ρx−1

1
f1
)
?θ
(
ρx−1

2
f2
)

dG(x1) dG(x2) = f1 f2.

3.7 Groupes Kählériens quantiques
Mentionnons finalement l’existence de groupes quantiques Kählériens (dans le cadre

des algèbres de von Neumann) associés à notre construction. Cela fait suite aux résultats
de De Commer [30] ainsi qu’à l’observation de Neshveyev et Tuset suivante :
Proposition 3.7.1. [70, Section 5] Soit G un groupe Kählérien de courbure négative
θ ∈ R∗. L’opérateur suivant définit un 2-cocycle unitaire pour W ∗(G), l’algèbre de von
Neumann de groupe :

Fθ :=
∫
G×G

KG
θ (g1, g2) λg−1

1
⊗ λg−1

2
dλ(g1)dλ(g2).



Chapitre 4

Groupes Abéliens p-adiques

Le but de ce chapitre est de montrer que la théorie de Rieffel s’étend aussi dans un
cadre non Lie. Dans un premier temps nous considérons le cas Abélien où G = kd, avec
k un corps local non Archimédien de caractéristique différente de 2. Le cas non Abélien
du groupe affine d’un corps local est à l’étude.

4.1 Le calcul de Weyl p-adique
Depuis les travaux de Segal [83] et Weil [92], on sait construire un calcul de Weil sur

tout groupe Abélien localement compact de la forme G = H × Ĥ. Cette construction re-
pose essentiellement sur les propriétés de la transformée de Fourier L2(H)→ L2(Ĥ) ainsi
que sur les représentations du groupe de Heisenberg associé. À ce niveau de généralités, les
propriétés fines de ce calcul sont très mal comprises. Ce n’est pas le cas lorsque H est une
puissance d’un corps local non Archimédien k. Motivés par des questions en théorie des
nombres, Haran [48] et Unterberger [90] ont étudié en détail ce calcul. En particulier, Be-
chata [4], un étudiant d’Unterberger, a obtenu une inégalité de type Calderón-Vaillancourt
par la méthode des états cohérents (voir paragraphe 2.2.3).

Soit k un corps local non Archimédien. On note |.|k la valeur absolue, Ok l’anneau des
entiers, $ son uniformisante et dx la mesure de Haar auto-duale. On note aussi D(kd)
l’espace des fonctions tests au sens de Bruhat (localement constantes à support compact),
D′(kd) l’espace dual (fort) des distributions et E(kd) l’espace des fonctions régulières
(localement constantes). On note F la transformée de Fourier sur kd et G sa variante
symplectique sur k2d. Notons que F et G préservent D(kd) et D(k2d). On fixe aussi Ψ un
caractère unitaire non trivial de k et on note Ook = $n(Ψ)Ok son conducteur. On utilisera
finalement les notations |x|∨k = |x$−n(Ψ)|k, |x|kd = max1≤i≤d |xi|k, |x|∨kd = max1≤i≤d |x|∨k
et pour X = (x, ξ), Y = (y, η) ∈ k2d, [X, Y ] := 〈y, ξ〉 − 〈x, η〉 avec 〈x, y〉 = ∑d

j=1 xiyj.
Le quantification de Weyl p-adique Ωθ est définie pour un paramètre θ ∈ k× comme

l’application linéaire continue de D′(k2d) vers L(D(kd),D′(kd)) qui à une distribution T
associe l’opérateur Ωθ(T ) donné (avec des petits abus de notations) par

Ωθ(T )ϕ(x) = |θ|−dk

∫
k2d

T
(
x+ y, η

)
ϕ(y)Ψ(θ−1〈x− y, η〉) dη dy . (4.1.1)

On sait aussi que Ωθ réalise une isométrie surjective de L2(k2d) vers L2(L2(kd)) si et
seulement si la caractéristique de k est différente de 2, ce que nous supposerons à présent.

39
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Pour F ∈ L1(k2d) ∩ L2(k2d), on peut écrire la quantification sous une forme intégrale :

Ωθ(F ) =
∣∣∣2
θ

∣∣∣d
k

∫
k2d

F (X)Uθ(X) ΣUθ(X)∗ dX, (4.1.2)

où Uθ est la représentation projective de k2d sur L2(kd) donnée par

Uθ(X)ϕ(y) := Ψ
(
θ−1〈ξ, y − 1

2x〉
)
ϕ(y − x), (4.1.3)

et Σ est l’involution sur L2(kd) donnée par Σϕ(x) = ϕ(−x). Sur L1(k2d) ∩ L2(k2d), on a
la formule de composition des symboles :

f1 ?θ f2(X) = |2
θ
|2dk

∫
k2d×k2d

Ψ
(

2
θ
[Y −X,Z −X]

)
f1(Y ) f2(Z) dY dZ.

Cependant, pour pouvoir se servir de θ comme paramètre de déformation, il est préférable
de réécrire la formule précédente sous la forme :

f1 ?θ f2 = |2|2dk

∫
k2d×k2d

Ψ
(
2[Y, Z]

)
τθY (f1) τZ(f2) dY dZ. (4.1.4)

Il est maintenant clair que cette formule a du sens même pour θ = 0, avec f1?θ=0f2 = f1f2.
Deux opérateurs vont jouer un rôle important par la suite. Le premier est l’opérateur

I de multiplication par la fonction

µ0(X) := max{1, |x|kd , |ξ|∨kd}, X = (x, ξ) ∈ k2d.

Le deuxième est l’opérateur J de convolution par la distribution G(µ0). Ces opérateurs
préservent le domaine commun D(k2d) ⊂ L2(k2d), sont essentiellement auto-adjoints, po-
sitifs et d’inverse bornée. Étant donné que µ0 est invariante par translations sur Ok

d×Ookd,
G(µ0) est supportée sur Ok

d×Ookd, ce qui entraine que les opérateurs I et J commutent.
Ce fait va rendre l’analyse sous-jacente à notre construction encore plus simple que dans
le cas Archimédien traité par Rieffel [80].

Les opérateurs I et J vont permettre de définir deux espaces fonctionnels importants.
Le premier est un espace du type Schwartz :

S(k2d) :=
{
ϕ ∈ L2(k2d) : ∀n,m ∈ N, InJmϕ ∈ L2(k2d)

}
.

Cet espace est Fréchet et nucléaire. Sont dual (fort), l’espace des distributions tempérées,
sera noté S ′(k2d). Le deuxième espace de Fréchet important est le suivant :

B(k2d) :=
{
F ∈ L∞(k2d) : ∀n ∈ N, JnF ∈ L∞(k2d)

}
.

Posons K(X, Y ) := Ψ(2[X, Y ]). Vu comme un élément S ′(k2d × k2d), on a

J ⊗ I−1K = K et I−1 ⊗ JK = K.

Comme, de plus, I et J commutent sur S ′(k2d), on a pour tout N ∈ N :

K = JN ⊗ JN
(
(µ−N0 ⊗ µ−N0 )K

)
. (4.1.5)
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C’est cette relation qui permet de donner du sens au produit déformé (4.1.4) sur B(k2d).
L’opérateur J va aussi entrer en jeu dans l’inégalité de Calderón-Vaillancourt pour le

calcul de Weyl p-adique. Pour expliquer cela, notons η ∈ D(kd) la fonction caractéristique
de Odk, ηX = Uθ(X)η un état cohérent et WX,Y la fonction de Wigner associée à une paire
d’états cohérents :

WX,Y (Z) := 〈ηX , Uθ(Z) ΣUθ(Z)∗ηY 〉. (4.1.6)

Dans [4], Bechata a obtenu à partir de calculs explicites les relations suivantes :∣∣∣WX,Y (Z)
∣∣∣ = Φ

(
Z − 1

2(X + Y )
)
, (4.1.7)

où Φ est la fonction caractéristique de Ok
d ×Ookd, et pour m,n ∈ Z :

ImJnWX,Y = µm0
(

1
2(X + Y )

)
µn0
(

1
2(X − Y )

)
WX,Y . (4.1.8)

À partir de ces relations on déduit facilement une inégalité du type Calderon-Vaillancourt :

‖Ωθ(F )‖ ≤ ‖µ−2d−1
0 ‖1 ‖J2d+1F‖∞, F ∈ B(k2d). (4.1.9)

4.2 Déformations des C∗-algèbres
Soit maintenant A une C∗-algèbre munie d’une action continue α du groupe Abélien

G = k2d, et posons

α : A→ Cb(k2d, A), a 7→ [X 7→ αX(a)]. (4.2.1)

Soit S(k2d, A) et B(k2d, A) les généralisations des espaces S(k2d) et B(k2d) dans le cas des
fonctions à valeurs dans A. Ce sont des algèbres de Fréchet dont la topologie est associée
aux familles suivantes de semi-normes :

‖f‖n,m := sup
X∈k2d

∥∥∥(InJmf)(X)
∥∥∥
A
, f ∈ S(k2d, A) , n,m ∈ N,

et
‖F‖m := sup

X∈k2d

∥∥∥(JmF)(X)
∥∥∥
A
, f ∈ B(k2d, A) , m ∈ N.

On définit ensuite :

Areg :=
{
a ∈ A : α(a) ∈ B(k2d, A)

}
. (4.2.2)

On montre alors :

Proposition 4.2.1. [41, Proposition 3.11] Areg est une sous-algèbre de Fréchet dense
dans A et stable par α.

En utilisant la relation (4.1.5), on montre facilement :
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Proposition 4.2.2. [41, Proposition 3.12] Soit θ ∈ Ok. Alors, l’application bilinéaire

?θ : B(k2d, A)× B(k2d, A)→ B(k2d, A) ,

(F1, F2) 7→ |2|2dk

∫
Ψ
(
2[Y, Z]

)
µ−2d−1

0 (Y )µ−2d−1
0 (Z) τθY

(
J2d+1
θ F1

)
τZ
(
J2d+1F2

)
dY dZ,

est continue et associative. Si de plus θ = 0, on a alors F1 ?θ=0 F2 = F1 F2.

Remarque 4.2.3. Dans la proposition précédente, nous devons nous restreindre au cas
θ ∈ Ok pour une raison purement technique : si θ ∈ k\Ok, rien ne garantit que l’opérateur
de dilatation DθF (X) := F (θX) agisse continûment sur B(k2d, A).

Par définition, l’application (4.2.1) envoieAreg continûment dans B(k2d, A). En posant :

?αθ : Areg × Areg → Areg, (a, b) 7→ α(a) ?θ α(b)(0),

on déduit facilement de la Proposition (4.2.2) la première étape de notre théorie des
déformations :

Théorème 4.2.4. [41, Theorem 3.19] Soient k un corps local non Archimédien de ca-
ractéristique différente de 2 et θ ∈ Ok. Soit aussi A une C∗-algèbre munie d’une action
continue α de k2d. Alors, (Areg, ?

α
θ ) est une algèbre de Fréchet associative sur laquelle α

est toujours par automorphismes et l’involution originale reste une involution continue.

Passons maintenant à la construction d’une pré-C∗-norme sur l’algèbre de Fréchet
déformée (Areg, ?

α
θ ). Pour F ∈ B(k2d, A), considérons l’élément de B(k2d × k2d, A) donné

par :

WA
X,Y (F ) :=

∣∣∣2
θ

∣∣∣d
k

∫
k2d

WX,Y (Z)F (Z) dZ, (4.2.3)

où WX,Y est la fonction de Wigner donnée dans (4.1.6). En utilisant (4.1.7) et (4.1.8), on
montre facilement que pour tout n ∈ N et tout F ∈ B(k2d, A), on a :

‖WA
X,Y (F )‖A ≤ µ−n0

(
1
2(X − Y )

)
sup
X∈k2d

∥∥∥(JnF)(X)
∥∥∥
A
. (4.2.4)

On va maintenant identifier la C∗-algèbre A avec son image dans B(H) pour n’importe
quelle representation fidèle sur H. On définit ensuite au sens faible sur L2(kd)⊗H :

WA(F ) := |θ|−2d
k

∫
k2d×k2d

|ηY 〉〈ηX | ⊗WA
X,Y (F ) dXdY.

Le résultat qui suit se déduit essentiellement de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de l’es-
timation (4.2.4) :

Proposition 4.2.5. [41, Proposition 4.4 & Corollary 4.6] Soient F ∈ B(k2d, A) et
θ ∈ Ok. La forme quadratique associée à l’intégrale faible WA

θ (F ) est bornée avec :

‖WA(F )‖B(L2(kd)⊗H) ≤ ‖µ−2d−1
0 ‖1 sup

X∈k2d

∥∥∥(J2d+1F
)
(X)

∥∥∥
A
.

De plus, l’application F 7→ WA(F ) définit un ∗-homomorphisme continu et injectif de(
B(k2d, A), ?θ, ∗

)
vers B

(
L2(kd)⊗H

)
.
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On en déduit alors le résultat principal de ce chapitre :

Théorème 4.2.6. [41, Theorem 4.8] Soient k un corps local non Archimédien de carac-
téristique différente de 2, θ ∈ Ok \ {0} et A ⊂ B(H) une C∗-algèbre munie d’une action
continue α de k2d. La norme :

Areg → R+ , a 7→ ‖a‖θ :=
∥∥∥WA

θ

(
α(a)

)∥∥∥
B(L2(kd)⊗H)

,

munit (Areg, ?
α
θ , ∗) d’une structure de pré-C∗-algèbre. Son adhérence en norme est appelée

la C∗-déformation de A et est notée Aθ. De plus, l’action α sur Areg est toujours par
automorphismes pour le produit déformé et s’étend en une action continue sur Aθ.

Remarque 4.2.7. De l’unitarité de la quantification on déduit que C0(k2d)θ ' K(L2(kd))
d’où il découle que, contrairement au cas Archimédien [79] ainsi qu’au cas Kählérien [8],
la K-théorie n’est pas un invariant de la déformation.

Nous allons maintenant passer en revue les propriétés de cette déformation. Tout
d’abord nous allons donner une construction équivalente de la C∗-norme déformée. Pour
la première, considérons S(k2d, A) comme un pré-C∗-module à droite sur A, de la manière
décrite dans la définition 3.6.2. On montre alors que B(k2d, A) agit par multiplication
déformée sur S(k2d, A) et que cette action définit un morphisme injectif de l’algèbre de
Fréchet involutive (B(k2d, A), ?θ, ∗) dans la C∗-algèbre des endomorphismes adjointables
de S(k2d, A). On montre aussi que cette pré-C∗-norme sur (B(k2d, A), ?θ, ∗) coïncide avec
celle construite au Théorème 4.2.6. De cela découle le résultat suivant :

Proposition 4.2.8. [41, Proposition 4.11] Soit θ ∈ Ok \ {0}. La C∗-norme ‖.‖θ sur
l’algèbre de Fréchet involutive (Areg, ?

α
θ , ∗) coïncide avec :

Areg → R+ , a 7→
∥∥∥[ϕ ∈ S(k2d, A) 7→ α(a) ?θ ϕ

]∥∥∥.
Ce résultat montre que la C∗-norme déformée est aussi définie pour θ = 0 et qu’elle

coïncide pour cette valeur avec la C∗-norme originale. Cela nous permettra de montrer,
le moment venu, un résultat sur la continuité du champs de C∗-algèbre (Aθ)θ∈Ok .

Remarque 4.2.9. On peut aussi montrer (voir [41, Theorem 4.15]) que notre construction
coïncide aussi avec l’approche de Kasprzak [55], et donc avec celle Neshveyev et Tuset [70]
qui la généralise.

De la remarque précédente et des résultats de Kasprzak [55], on déduit immédiatement
que la déformation peut être itérée :

Proposition 4.2.10. [41, Theorem 5.5] Soit θ, θ′ ∈ Ok. On a alors (Aθ)reg = Areg et de
plus (Aθ)θ′ ' Aθ+θ′.

La propriété suivante montre que la déformation est compatible avec les extensions.
Sa preuve est identique à son analogue dans le cas Archimédien [80]. Notons aussi que
cette propriété fait défaut dans le cas Kählérien [8].

Théorème 4.2.11. [41, Theorem 5.6] Soit I un idéal de A stable par α et soit Q := A/I
muni de l’action quotient. La suite exacte courte équivariante 0 → I → A → Q → 0,
donne alors lieu à une suite exacte courte équivariante C∗-algèbres déformées : 0→ Iθ →
Aθ → Qθ → 0.
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Notre dernier résultat concerne la continuité du champs de C∗-algèbres déformées
(Aθ)θ∈Ok . La preuve de ce résultat est quasiment identique à son analogue Archimédien
[80]. Cependant, à cause du mauvais comportement de la fonction racine carré sur un
corps local, notre domaine de continuité est significativement réduit.

Théorème 4.2.12. [41, Theorem 5.7] Soit γ ∈ Ok. Alors, le champs de C∗-algèbres
déformées (Aγθ2)θ∈Ok est continu.



Deuxième partie

Espaces Noncommutatifs Semi-finis
et Localement Compacts
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Chapitre 5

Introduction

Dans la philosophie d’Alain Connes [25–27], une géométrie noncommutative est dé-
terminée par la donnée d’un triplet spectral. Ici, A est une pré-C∗-algèbre, D est un
opérateur auto-adjoint densément défini et H est un espace de Hilbert séparable sur le-
quel agissent A et D. Des conditions de compatibilités, pouvant différer suivant le point
de vue adopté, sont imposées entre ces objets. L’algèbre A représente l’espace noncommu-
tatif au niveau topologique et l’opérateur D donne à la fois une notion de différentiabilité
pour les opérateurs sur H et une structure métrique sur l’espace des états de A, la C∗-
completion de A. Le paradigme d’un triplet spectral est celui canoniquement attaché à
une variété spinorielle compacte (M, g, S) : A = C∞(M), l’algèbre des fonctions lisses sur
M , H = L2(M,S), l’espace de Hilbert des sections de carré intégrable du fibré des spi-
neurs et D = D/ , l’opérateur de Dirac sur ce fibré. La notion abstraite de triplet spectral
a une double origine. La première émane de la physique fondamentale, la seconde de la
théorie de l’indice.

Un triplet spectral est tout d’abord une généralisation quantique de la notion de variété
Riemannienne à spin : si on impose comme condition supplémentaire la commutativité de
l’algèbre (dans le cas unifère), alors il existe une variété Riemannienne à spin compacte
(M, g), telle que A = C∞(M), H = L2(M,S) et D = D/ . C’est le Théorème de recons-
truction de Connes [28]. En ce sens, la notion de triplet spectral donne un cadre commun
à la mécanique quantique et la relativité générale et fournit, si ce n’est une approche à la
gravité quantique, en tout cas un cadre permettant d’intégrer les possibles effets micro-
scopiques de la gravitation en théorie quantique des champs ; c’est le sujet de la théorie
quantique des champs noncommutatifs. Un triplet spectral (A,H,D) définit aussi une
classe en K-homologie ou, plus généralement, une classe en KK-théorie qui couplée avec
une classe en K-théorie calcule l’indice d’un opérateur de Fredholm construit à partir de
D ainsi que d’un représentant d’une classe dans K∗(A). Un triplet spectral définit aussi un
cocycle en cohomologie cyclique périodique, le caractère de Chern du triplet, qui couplé
à son homologue en homologie cyclique calcule cet indice [25]. En calculant ce couplage à
l’aide de représentants locaux du caractère de Chern (i.e. construits avec des résidus de
fonctions ζ) Connes et Moscovici ont obtenu une formule locale pour cet indice [29] four-
nissant une généralisation noncommutative au théorème d’Atiyah-Singer. Ainsi, un triplet
spectral peut être à la fois pensé comme la version quantique d’une variété spinorielle mais
aussi comme un cadre abstrait à la théorie de l’indice.

Dans le cas compact, c’est-à-dire lorsque l’algèbre A possède une unité, le cadre ma-
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joritairement étudié, un triplet spectral est défini a minima par deux conditions :

(C1) : Les commutateurs [D, a], a ∈ A, s’étendent en des opérateurs bornés,
(C2) : L’opérateur D est à résolvante compacte.

Lorsque que l’on pense à un triplet spectral comme à une variété spinorielle quantique,
il est nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires, conditions qui permettent en
particulier de démontrer le Théorème de reconstruction de Connes [27]. Mais à elles seules,
les deux conditions (C1) et (C2) permettent d’associer à un triplet spectral une classe en
K-homologie. En adoptant le point de vue de la théorie bi-variante de Kasparov [54], on
sait grâce à des observations dues à Alain Connes que la notion de triplet spectral peut
être étendue dans (au moins) deux directions et ce en affaiblissant la condition (C2). On
peut tout d’abord supprimer l’hypothèse de compacité, c’est-à-dire l’hypothèse d’existence
d’une unité pour l’algèbre A. On se placera alors dans le cadre plus général des espaces
noncommutatifs localement compacts. À cet effet, on remplace la condition (C2) par une
condition de “compacité locale” :

(C2′) : a(z +D)−1 est un opérateur compact pour tout a ∈ A et tout z /∈ Spec(D).

La deuxième extension possible consiste à affaiblir la notion même de compacité. Sans
vouloir aller jusqu’à la notion de compacité au sens des endomorphismes adjointables
d’un C∗-module, cadre naturel de la KK-théorie, on peut très naturellement utiliser la
notion de compacité au sens des algèbres de von Neumann semi-finies. C’est le cadre de
la géométrie noncommutative semi-finie ou encore géométrie noncommutative de type II.
Plus précisément, on parle de triplet spectral semi-fini lorsque l’algèbre A (unifère ou
non) est contenue dans une algèbre de von Neumann N semi-finie et lorsque l’opérateur
D lui y est affilié. Rappelons qu’associée à une trace normale fidèle et semi-finie τ sur
N , il existe une notion d’opérateurs compacts : c’est l’adhérence en norme de l’algèbre
engendrée par les projections de traces τ finies. Dans le cadre semi-fini et localement
compact, la condition (C2′) est remplacée par :

(C2′′) : a(z +D)−1 est un opérateur τ -compact pour tout a ∈ A et tout z /∈ Spec(D).

Mes contributions à la géométrie noncommutative semi-finie concernent la théorie de
l’intégration noncommutative et la théorie de l’indice dans le cas localement compact.
Elles sont issues de collaborations récentes avec Alan Carey, Adam Rennie, John Phillips,
Fedor Sukochev et Raimar Wulkenhaar [16–18,43,44].

Le chapitre 6 concerne la théorie de l’intégration et constitue une synthèse des résul-
tats obtenus dans les articles [16] et [43]. La notion d’intégration à laquelle nous faisons
référence est celle associée aux traces de Dixmier. Dans le cas particulier d’un triplet
spectral (p,∞)-sommable, c’est-à-dire lorsque les opérateurs a(1 + D2)−p/2, a ∈ A, sont
dans (la version semi-finie de) l’idéal de Dixmier, l’intégrale noncommutative est donnée
par l’application linéaire

A → C, a 7→ τω
(
a(1 +D2)−p/2

)
.

La problématique générale consiste à trouver des méthodes simples pour calculer cette
intégrale. Dans le cas semi-fini, unifère et (p,∞)-sommable, on sait relier les traces de
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Dixmier aux résidus généralisés de fonctions ζ et aux moyennes de Cesàro des traces des
semi-groupes de la chaleur. Ces résultats ont été obtenus indépendamment par Benameur
et Fack [5] et par Carey, Philipps et Sukochev dans [20] et sont des généralisations au
cas semi-fini de résultats obtenus par Connes dans le cas des triplets spectraux unifères
de type I. Par contre, ces résultats n’apportent aucune solution au problème dans le cas
localement compact, semi-fini ou non. En effet, les traces τ

(
(a∗(1+D2)−p/2a)s

)
, s > 1, sont

typiquement impossibles à calculer. Par contre, les traces τ
(
a∗(1 + D2)−ps/2a

)
, s > 1, se

calculent facilement dans les exemples concrets. Au paragraphe 6.2, nous construisons un
cadre analytique permettant dans le cas semi-fini localement compact et (p,∞)-sommable
de relier l’intégrale noncommutative aux résidus généralisés en s = 1 de fonctions ζ de la
forme τ

(
a∗(1 +D2)−ps/2a

)
, ainsi qu’aux résidus généralisés de semi-groupes de la chaleur.

Au paragraphe 6.3, nous nous intéressons au cas de sommabilité quelconque et, dans un
premier temps, compact. Notre principale découverte est un lien étroit entre les espaces de
Marcinkiewicz d’opérateurs (idéaux de Dixmier généralisés) et une théorie d’extrapolation
des espaces Lp noncommutatifs. Nous déterminons dans ce cas des conditions suffisantes et
presque nécessaires pour pouvoir relier les traces de Dixmier aux fonctions ζ et aux semi-
groupes de la chaleur. Nous obtenons aussi une application à la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels sur Rn en démontrant que pour un opérateur de Hörmander-Weyl
de symbole dans un espace de Marcinkiewicz commutatif, la trace de Dixmier de cet
opérateur coïncide avec l’intégrale de Dixmier de son symbole.

Le chapitre 7 concerne la théorie de l’indice pour les triplets spectraux semi-finis sans
unité et constitue une synthèse des résultats obtenus dans les articles [17] et [18]. En
suivant la philosophie de Kasparov, il est facile de définir une application indice en KK-
théorie à partir d’un triplet spectral semi-fini et sans unité (A,H,D). En simplifiant un
peu la construction, avec Kτ la C∗-algèbres des opérateurs τ -compacts et FD := D(1 +
D2)−1/2, on a un module de Kasparov (Kτ , FD) qui définit une classe dans KK∗(A,Kτ ),
de même parité que le triplet. L’application indice numérique que nous regardons, est
celle donnée par le produit de Kasparov K∗(A) = KK∗(C, A) → K0(K(N , τ)), ξ 7→
ξ⊗A [(K(N , τ), FD)], composé avec l’homomorphisme τ∗ : K0(C)→ C. En construisant un
représentant normalisé de la classe [(K(N , τ), FD)] on peut montrer que cette application
indice calcule un véritable indice au sens de Brauer-Fredholm. Il en découle aussi que
l’application indice calcule le couplage entre le caractère de Chern en cohomologie cyclique
périodique avec son homologue en homologie. Notre résultat principal est une formule
locale de l’indice du type Connes-Moscovici [29] dans ce cadre localement compact et
semi-fini. Nos résultats généralisent ceux obtenus dans le cas semi-fini et compact par
Carey, Phillips, Rennie et Sukochev [21,22], résultats basés sur une extension au cas semi-
fini des méthodes développées par Higson [49], lesquelles simplifient l’approche originale
de Connes et Moscovici [29]. La nouveauté principale de notre approche se trouve dans la
partie analytique des preuves. C’est la condition de sommabilité régulière et la notion de
calcul pseudo-différentiel adapté qui lui est reliée (voir paragraphe 7.2) qui nous a permis
de justifier analytiquement dans le cas localement compact les manipulations algébriques
de [22, 23]. En étendant les méthodes de Ponge [75], nous obtenons une généralisation
du Théorème d’Atiyah-Singer dans le cadre des variétés spinorielles à géométrie bornée.
Dans le cas d’une action des réels sur une C∗-algèbre munie d’une trace invariante, nous
retrouvons le Théorème de l’indice de Phillips-Raeburn [74].
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Chapitre 6

Théorie de l’intégration pour les
espaces noncommutatifs semi-finis et
localement compacts

6.1 Notations et généralités
Dans tout ce qui suit, on se donne une algèbre de von Neumann semi-finie N ⊂ B(H)

munie d’une trace semi-finie, normale et fidèle τ .
Pour p ∈ [1,∞), on note Lp(N , τ) l’espace Lp noncommutatif. Rappelons que contrai-

rement au cas des facteurs de type I∞, les espaces Lp(N , τ) peuvent contenir des opéra-
teurs non bornés ; les espaces Lp(N , τ) ne sont en général pas des idéaux de N mais des
bi-modules sur N .

Soit F(N , τ) l’idéal de N engendré par les projections de traces τ finies et soit K(N , τ)
l’adhérence de F(N , τ) dans N ; c’est la C∗-algèbre des opérateurs τ -compacts.

Soit L0(N , τ) l’ensemble des opérateurs τ -mesurables [37]. Pour T ∈ L0(N , τ), on
considère la fonction valeurs singulières généralisées µ(T, t) := inf{‖PT‖ : τ(1− P ) ≤ t},
t > 0, où la borne inférieure est prise sur l’ensemble des projecteurs de N [37].

6.1.1 Espaces de Marcinkiewicz d’opérateurs
Soit Ω l’ensemble des fonctions ψ : [0,∞) → [0,∞), concaves, croissantes et satisfai-

sant aux propriétés suivantes :

ψ(0) = 0 et lim
t→∞

ψ(t) =∞. (6.1.1)

Pour ψ ∈ Ω, soitMψ(N , τ) l’espace de Marcinkiewicz d’opérateurs τ -mesurables associé :

Mψ(N , τ) :=
{
T ∈ L0(N , τ) : ‖T‖ψ := sup

t>0

1
ψ(t)

∫ t

0
µ(T, s) ds <∞

}
. (6.1.2)

Si on suppose de plus que ψ(t) = O(t), t → 0, on a alors Mψ(N , τ) ⊂ N . C’est
en particulier le cas de (la version semi-finie de) l’idéal de Dixmier classique L1,∞(N , τ),
espace Marcinkiewicz associé à la fonction ψ(t) = log(1 + t). Étant donné que dans
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la littérature la notation L1,∞ est aussi utilisée pour désigner l’espace quasi-normé L1-
faible (c’est-à-dire l’espace des opérateurs satisfaisant à la condition µ(T, t) = O(t−1)),
on utilisera à la place la notation Mlog(N , τ). Soit aussi M0

ψ(N , τ), l’adhérence dans
Mψ(N , τ) de F(N , τ) et soit finalementMp

ψ(N , τ), p ≥ 1, la p-convexification de l’espace
Mψ(N , τ) :

Mp
ψ(N , τ) :=

{
T ∈ L0(N , τ) : |T |p ∈Mψ(N , τ)

}
.

6.1.2 Traces de Dixmier semi-finies
Par une trace sur un espace de MarcinkiewiczMψ(N , τ), on entendra une forme linaire

positive, continue et invariante par conjugaison par les unitaires de N .

Définition 6.1.1. Une trace sur un espace de MarcinkiewiczMψ(N , τ) est dite
— Singulière, si elle s’annule surM0

ψ(N , τ) ;
— Supportée à l’infini, si elle s’annule sur L1(N , τ) ∩Mψ(N , τ) ;
— Supportée en 0, si elle s’annule sur N ∩Mψ(N , τ) ;
— Normalisée, si elle prend la valeur 1 sur tout élément T ∈ Mψ(N , τ) tel que

µ(T, t) = ψ′(t).

Dans la suite, on s’intéressera uniquement aux traces singulières supportées à l’infini.
On sait exactement quels sont les espaces de Marcinkiewicz qui possèdent de telles traces :

Théorème 6.1.2. [33, Theorem 3.4] Une trace singulière supportée à l’infini existe sur
Mψ(N , τ) si et seulement si

∀ a > 1 : lim inf
t→∞

ψ(at)
ψ(t) = 1. (6.1.3)

On sait aussi construire toutes les traces singulières supportées à l’infini sur un espace
de Marcinkiewicz. Pour expliquer ceci, nous avons besoin des notions suivantes :

Définition 6.1.3. Soit ω un état de L∞(R∗+) et ψ un élément de Ω. On dira que ω est
— Singulier si il s’annule sur C0(R∗+) ;
— Invariant par translations si ω([x 7→ f(x+ a)]) = ω(f), ∀a ∈ R∗+, ∀f ∈ L∞(R∗+) ;
— Invariant par dilatations si ω([x 7→ f(ax)]) = ω(f), ∀a ∈ R∗+, ∀f ∈ L∞(R∗+) ;
— Invariant par exponentiations si ω([x 7→ f(xa)]) = ω(f), ∀a ∈ R∗+, ∀f ∈ L∞(R∗+) ;
— ψ-compatible si il existe a > 1 tel que ω

([
t 7→ ψ(at)

ψ(t)

])
= 1.

Théorème 6.1.4. [56, Proposition 10 & Theorem 11] Soit ψ ∈ Ω satisfaisant à (6.1.3).
1. Soit ω un état de L∞(R∗+), ψ-compatible et invariant par dilatations. Alors la fonc-

tionnelle

τψ,ω :M+
ψ (N , τ)→ R+ , T 7→ ω

([
t 7→ 1

ψ(t)

∫ t

0
µ(T, s) ds

])
, (6.1.4)

est positivement additive et son extension par linéarité est une trace singulière
normalisée et supportée à l’infini.

2. Réciproquement, toute trace singulière, normalisée et supportée à l’infini sur l’es-
pace Mψ(N , τ) est de la forme précédente.
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Remarque 6.1.5. Le premier point du théorème précédent est en fait une généralisation
directe de la construction de Dixmier [31]. Ainsi, nous continuerons d’appeler trace de
Dixmier toute trace singulière normalisée et supportée à l’infini sur un espace de Mar-
cinkiewicz. L’existence de traces singulières dans les algèbres de von Neumann semi-finies
a été démontrée par Guido et al [1, 47] puis (en suivant une approche commutative) par
Dodds et al [33]. La première extension de la construction de Dixmier au cadre semi-fini
et pour ψ(t) = log(1 + t) est due à Benameur et Fack [5].

Remarque 6.1.6. Il est important de mentionner que l’on peut aussi construire des
traces singulières à partir d’états de L∞(R∗+) possédant d’autres propriétés d’invariance.
Par exemple, si ω est invariant par exponentiations et ψ-compatible alors la fonctionnelle
(6.1.4) est aussi positivement additive. Ce que nous dit le théorème précédent, c’est qu’il
existe alors un autre état ω′ de L∞(R∗+), invariant cette fois par dilatations et toujours
ψ-compatible, tel que τψ,ω = τψ,ω′ . Notons aussi que pour l’idéal de DixmierMlog(N , τ),
tout état singulier de L∞(R∗+) est ψ-compatible. Dans ce cas-là, à tout état invariant par
dilatations correspond une trace de Dixmier.

6.1.3 Triplets spectraux semi-finis
En analogie directe avec le cadre standard développé par Connes [26], la notion de

triplet spectral semi-fini a été introduite par Benameur et Fack [5]. Pour parler d’un
triplet spectral semi-fini et sans unité, on retiendra les conditions (C1) et (C2′′) :

Définition 6.1.7. Un triplet spectral semi-fini (A,H,D), relativement à (N , τ), consiste
en la donnée d’un espace de Hilbert séparable H, d’une ∗-algèbre A ⊂ N ⊂ B(H) et d’un
opérateur auto-adjoint D affilié à N tels que

1. Les éléments de A préservent le domaine de D et les commutateurs [D, a], a ∈ A,
s’étendent en des opérateurs bornés.

2. Pour tout a ∈ A, a(1 +D2)−1/2 ∈ K(N , τ).
On dira aussi qu’un triplet spectral est pair si il existe une graduation sur H pour laquelle
A est paire et D est impair. Dans le cas contraire, on parlera de triplet spectral impair.

Dans le cas unifère, un triplet spectral semi-fini (A,H,D) est dit finiment sommable
lorsqu’il existe s > 0 tel que (1 +D2)−s/2 ∈ L1(N , τ). Dans ce cas, on appelle dimension
spectrale du triplet le nombre positif suivant :

p := inf
{
s > 0 : τ

(
(1 +D2)−s/2

)
<∞

}
.

Pour un triplet spectral semi-fini sans unité, la généralisation de la notion de sommabilité
finie est immédiate, celle de dimension spectrale l’est un peu moins. Voici celles que nous
retiendrons :

Définition 6.1.8. Un triplet spectral semi-fini sans unité (A,H,D) est finiment som-
mable si il existe s > 0 tel que a(1 + D2)−s/2 ∈ L1(N , τ), pour tout a ∈ A. Dans ce cas,
on appelle dimension spectrale du triplet, le nombre positif suivant :

p := inf
{
s > 0 : ∀a ∈ A, τ

(
|a|(1 +D2)−s/2

)
<∞

}
.
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Remarque 6.1.9. Pour comprendre la définition de dimension spectrale dans le cas d’un
triplet spectral sans unité, il convient de faire les observations suivantes. D’une part, la
décomposition polaire a = v|a| d’un élément de A donne |a|(1+D2)−s/2 = v∗a(1+D2)−s/2,
qui est un opérateur à trace car a(1 + D2)−s/2 l’est par hypothèse de sommabilité finie.
D’autre part il faut s’appuyer sur un résultat de Bikchentaev [11, Theorem 3], qui établit
que si 0 ≤ A,B ∈ N sont tels que AB ∈ L1(N , τ), alors τ(AB) ≥ 0.

Le cas de sommabilité finie le plus largement étudié est celui de la (p,∞)-sommabilité,
noté iciMp

log-sommabilité. Pour un triplet spectral semi-fini unifère de dimension spectrale
p ≥ 1, on parlera deMp

log-sommabilité lorsque (1 +D2)−1/2 ∈Mp
log(N , τ) ou de manière

équivalente lorsque (1 + D2)−p/2 ∈ Mlog(N , τ). Cette notion se généralise à la fois au
cadre sans unité ainsi qu’à celui des espaces de Marcinkiewicz arbitraires :

Définition 6.1.10. Soit ψ ∈ Ω satisfaisant à (6.1.3). Un triplet spectral semi-fini, sans
unité (A,H,D) et finiment sommable de dimension spectrale p ≥ 1 est ditMp

ψ-sommable
lorsque a(1 +D2)−p/2 ∈Mψ(N , τ), pour tout a ∈ A.

6.1.4 L’intégrale noncommutative
Soit ψ ∈ Ω satisfaisant à (6.1.3). Se donnant un triplet spectral (A,H,D) semi-fini,

non nécessairement unifère et Mp
ψ-sommable, à tout état ω de L∞(R∗+) invariant par

dilatations et ψ-compatible est associé une forme linéaire sur A, donnée par l’application

A → C, a 7→ τψ,ω
(
a(1 +D2)−p/2

)
.

Dans le cas d’un triplet spectral semi-fini, unifère etMp
log-sommable, on sait que cette

forme linaire est une trace continue sur A ; c’est elle qui donne une notion naturelle d’in-
tégrale en géométrie noncommutative. Le problème reste de savoir comment calculer cette
application. En effet, même dans les exemples concrets, on a rarement accès explicitement
à la fonction des valeurs singulières généralisées d’un opérateur. Dans le cas de l’idéal de
DixmierMlog(N , τ), il existe cependant des méthodes utilisant les fonctions ζ et le semi-
groupe de la chaleur qui permettent de calculer l’intégrale noncommutative pour un triplet
spectral semi-fini, unifère et Mp

log-sommable. Ces méthodes reposent sur les deux résul-
tats suivants. Le premier donne des conditions nécessaires et suffisantes en termes de sa
fonction ζ et de la trace de son semi-groupe de la chaleur pour qu’un opérateur positif
appartienne à l’idéal de Dixmier Mlog(N , τ). Le deuxième permet d’exprimer les traces
de Dixmier à l’aide des fonctions ζ et des semi-groupes de la chaleur.

Proposition 6.1.11. [24, Theorem 4.5 & Lemma 5.1] Soit T ∈ N .
1. T ∈Mlog(N , τ) si et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

sup
s>1

(s− 1)τ(|T |s) <∞ ; sup
λ>0

1
log(1 + λ)

∫ λ

0
τ
(
e−(t|T |)−1) dt

t2
<∞.

2. µt(T ) = O(t−1) si et seulement si :

sup
t>0

t−1 τ
(
e−(t|T |)−1)

<∞.
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Remarques 6.1.12. En réalité, seule l’inégalité sups>1(s − 1)τ(|T |s) ≤ ‖T‖log est dé-
montrée dans [24, Theorem 4.5] et seulement dans le cas des facteurs et des algèbres de
von Neumann non atomiques. Des modifications minimes de la preuve de [24, Theorem
4.5] donne l’équivalence des normes dans le cas général. Ces modifications sont données
dans [16, Theorem 2.1]. L’équivalence entre la norme deMlog(N , τ) et

sup
λ>0

1
log(1 + λ)

∫ λ

0
τ
(
e−(t|T |)−1)dt

t2
,

n’est en fait qu’implicite dans [24]. La preuve est explicitement donnée dans [16, Corollary
3.5]. En posant ξT (t) := t−1 τ

(
e−(t|T |)−1

)
et avec M la moyenne de Cesàro du groupe

multiplicatif R∗+, on a donc T ∈ Mlog(N , τ) si et seulement si ‖MξT‖∞ <∞ et µt(T ) =
O(t−1) si et seulement si ‖ξT‖∞ < ∞. Une question naturelle est de savoir si les normes
T 7→ ‖MkξT‖∞, k ≥ 2, définissent des idéaux de N contenant strictement Mlog(N , τ).
Nous démontrons qu’il n’en est rien dans [16, Lemma 2.3].

Passons maintenant en revue le résultat permettant de calculer des traces de Dixmier
à partir des fonctions ζ et du semi-groupe de la chaleur. C’est ce résultat que l’on va
généraliser dans les paragraphes 6.2 et 6.3.

Théorème 6.1.13. Soit T ∈ Mlog(N , τ)+, B ∈ N et ω un état de L∞(R∗+) invariant
par exponentiations. Alors,

τlog,ω(BT ) = ω
([
r 7→ τ(BT 1+log(r)−1)

log(1 + r)

])
(6.1.5)

= ω
([
λ 7→ 1

log(1 + λ)

∫ λ

0
τ
(
Be−(tT )−1) dt

t2

])
. (6.1.6)

Remarque 6.1.14. La toute première version du Théorème 6.1.13 a été obtenue par
Connes [26] dans le cadre de B(H), avec T mesurable (c’est-à-dire lorsque τψ,ω(T ) ne
dépend pas de ω), B = 1 et avec des hypothèses plus fortes sur ω. Plusieurs améliorations
et généralisations s’ensuivent, par exemple dans [5,20,24,88]. Dans la forme dans laquelle
nous le formulons ici, ce résultat est établi dans [87]. Un tracé complet des différentes
étapes amenant à ce résultat peut être consulté dans la monographie [68].

Remarque 6.1.15. Les membres de droite des égalités (6.1.5) et (6.1.6) peuvent aussi
servir de point de départ à la construction de traces singulières normalisées et supportées
à l’infini surMlog(N , τ). En particulier, on sait que le membre de droite de l’égalité (6.1.5)
est linéaire pour tout état singulier ω [88, Theorem 8] alors que le membre de droite de
l’égalité (6.1.6) est linéaire si et seulement si ω est invariant par dilatations [88, Proposition
18 & Theorem 22]. De plus, toute trace singulière normalisée et supportée à l’infini est
aussi de la forme du membre de droite de l’égalité (6.1.6).

Dans le cas d’un triplet spectral (A,H,D) semi-finiMp
log-sommable mais sans unité,

le théorème précédent n’apporte aucune solution à la question du calcul de l’intégrale
noncommutative A → C, a 7→ τlog,ω

(
a(1 + D2)−p/2

)
. En effet, dans cette situation, les

traces
τ
(
(a∗(1 +D2)−p/2a)s

)
et τ

(
e−t(a

∗(1+D2)−p/2a)−1)
,
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sont typiquement impossibles à calculer. Par contre, les traces

τ
(
a∗(1 +D2)−ps/2a

)
et τ

(
a∗e−t(1+D2)p/2a

)
, (6.1.7)

se calculent dans les exemples concrets très facilement.
Il en est de même dans le cas d’un triplet spectral (A,H,D) semi-fini unifère mais

pour une sommabilité arbitraire. En effet, d’une part les méthodes permettant d’obtenir
le Théorème 6.1.13 sont fortement liées à la divergence logarithmique, en particulier au
travers de l’utilisation du Lemme de Karamata, et, d’autre part, les membres de droite des
égalités (6.1.5) et (6.1.6) n’ont pas d’analogues évident dans le cas de laMp

ψ-sommabilité.

6.2 Cas localement compact et Mp
log-sommable

Ce paragraphe est une synthèse des résultats obtenus dans l’article [16], travail en
commun avec Alan Carey, Adam Rennie et Fedor Sukochev, dans lequel nous avons trouvé
pour un triplet spectral semi-fini,Mp

log-sommable et sans unité, des hypothèses suffisantes
pour pouvoir exprimer les traces de Dixmier au moyen des fonctions (6.1.7).

Pour étudier cette question, formulons le problème dans un cadre sensiblement plus
général. Soit toujours (N , τ) une algèbre de von Neumann semi-finie, munie d’une trace
fidèle, semi-finie et normale et soit maintenant G ∈ N+ un opérateur tel que ker(G) = {0}.
(Dans le cas d’un triplet spectral semi-fini, sans unité de dimension spectrale p ≥ 1 et
Mp

log-sommable (A,H,D), on prend G = (1 + D2)−p/2.) La première étape consiste à
construire une ∗-algèbre de Banach B(G) ⊂ N qui soit telle que pour tout a, b ∈ B(G),
l’opérateur aGb appartienneMlog(N , τ). Pour ce faire, considérons les poids NSF (semi-
finis, normaux et fidèles) suivants sur N :

ζs : N+ → [0,∞], a 7→ (s− 1)τ(Gs/2aGs/2), s > 1, (6.2.1)
ξλ : N+ → [0,∞], a 7→ λ−1τ(e−(2λG)−1

ae−(2λG)−1), λ > 0. (6.2.2)

Définissons aussi les normes

‖a‖ζ := sup
s>1

ζs(a∗a)1/2, ‖a‖ξ := sup
λ>0

(
Mξ.(a∗a)

)
(λ)1/2,

où M désigne la moyenne de Cesàro du groupe multiplicatif R∗+ : Mf(t) = 1
log(t)

∫ t
1 f(s)ds

s
.

Posons finalement

Bζ(G) :=
{
a ∈ N : ‖a‖ζ + ‖a∗‖ζ <∞

}
et Bξ(G) :=

{
a ∈ N : ‖a‖ξ + ‖a∗‖ξ <∞

}
.

Ces espaces permettent d’obtenir une théorie de l’intégration noncommutative dans le
cadre semi-fini, sans unité et relativement à l’opérateur (fixé) G. Nous obtenons d’abord
un analogue de la Proposition 6.1.11 :

Proposition 6.2.1. [16, Propositions 3.3, 3.8, 3.10 & Lemma 3.4]
1. Normés avec [a 7→ ‖a‖ + ‖a‖ζ + ‖a∗‖ζ ] et [a 7→ ‖a‖ + ‖a‖ξ + ‖a∗‖ξ], les espaces

Bζ(G) et Bξ(G) deviennent des ∗-algèbres de Banach.
2. Bζ(G) = Bξ(G) avec des normes équivalentes (par la suite, on le notera B(G)).
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3. Si a, b ∈ B(G), alors bGa ∈Mlog(N , τ). Pour b = a∗, nous avons l’estimation :∫ t

0
µs
(
a∗Ga

)
ds ≤

∥∥∥a∗ e−G−1
a
∥∥∥

1
+ ‖a‖2 + ‖a‖2

ξ log(1 + t). (6.2.3)

4. Si de plus la fonction [λ 7→ ξλ(a∗a)] est bornée, alors pour tout ε ∈ (0, 1), a∗Gεa ∈
L1/ε,∞(N , τ), avec

µs
(
a∗Gεa

)
≤ 1

Γ(ε)

(1
ε
‖a‖2 + 1

1− ε‖ξ.(a
∗a)‖∞

)
s−ε.

Remarque 6.2.2. L’inégalité (3.2.11) est le point clé de la Proposition 6.2.1. Cette inéga-
lité repose sur une analyse multi-échelle ainsi que sur l’égalité entre σ(T, t) =

∫ t
0 µ(T, s)ds

et la fonctionnelle-K du couple de Banach (L1(N , τ),N ) :

K(T, t;L1(N , τ),N ) := inf
{
‖T1‖1 + t‖T2‖, T = T1 + T2, T1 ∈ L1(N , τ), T2 ∈ N

}
.

Pour obtenir une formule permettant de calculer une trace de Dixmier à partir des
fonctions (6.1.7) et du Théorème 6.1.13, on a besoin de contrôler la différence entre a∗Gsa
et (a∗Ga)s en norme de trace. Ce contrôle fait suite au résultat suivant :

Proposition 6.2.3. [16, Proposition 4.4] Soit 0 ≤ a ∈ N tel qu’il existe δ > 0 avec
a1−δ ∈ B(G) et tel que [G, a1−δ] ∈M0

log(N , τ). On a alors

lim
s↘1

(s− 1)
∥∥∥aGsa− (aGa)s

∥∥∥
1

= 0.

Remarque 6.2.4. La proposition précédente constitue le coeur de notre approche. Sa
preuve repose en particulier sur :

— Les inégalités de Ky Fan (voir [37] dans le cadre semi-fini) ;
— L’inégalité de Markus généralisée (voir [32] dans le cadre semi-fini) ;
— L’inégalité de Birman-Koplienko-Solomyak [12] ;
— Les inégalités d’opérateurs de [20, Lemma 3.3].

La proposition précédente ainsi que la version faible-∗ du Lemme de Karamata [20,
Theorem 2.2], donne quasi directement la réponse à la question posée ici et fournie une
version adaptée au cas localement compact du Théorème 6.1.13 :

Théorème 6.2.5. [16, Theorem 4.13] Soit 0 ≤ a ∈ N tel qu’il existe δ > 0 avec
a1/2−δ ∈ B(G) et tel que [G, a1−δ] ∈ M0

log(N , τ). On a alors pour tout état ω de L∞(R∗+)
invariant par exponentiations :

τlog,ω(aG) = ω
([
r 7→ τ(aG1+log(r)−1)

log(1 + r)

])
(6.2.4)

= ω
([
λ 7→ 1

log(1 + λ)

∫ λ

0
τ
(
ae−(tG)−1) dt

t2

])
. (6.2.5)

Si de plus, une des limites suivantes existe :

lim
t→∞

1
log(1 + t)

∫ t

0
µs(aG)ds ; lim

s→1+
(s− 1)τ(aGs) ; lim

λ→∞

1
log(1 + λ)

∫ λ

0
τ
(
ae−(tG)−1) dt

t2
,

alors elles existent toutes les trois et coïncident.
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Le passage de a ∈ B(G) positif à a ∈ B(G) quelconque peut se faire en utilisant la
décomposition de Jordan de a, mais dans les exemples particuliers on peut généralement
en déduire le résultat du cas a quelconque directement à partir du cas a positif.

Concernant l’intégrale noncommutative dans le cadre des triplets spectraux sans unité,
on en tire les conséquences suivantes :

Corollaire 6.2.6. [16, Proposition 4.14 & Corollary 6.4] Soit (A,H,D) un triplet spec-
tral semi-fini, sans unité, de dimension spectrale p ≥ 1 et Mlog-sommable. Supposons
que tout a ∈ A+ satisfasse a = b2 avec b ≥ 0 et b1−δ ⊂ Bp((1 + D2)−p/2), δ > 0, et avec
[b, (1+D2)−p/2] ∈M0

log(N , τ). Pour tout état ω de L∞(R∗+) invariant par exponentiations,
l’application

A → C, a 7→ τω(a(1 +D2)−p/2),
définit une trace positive sur A. De plus on a

τlog,ω(a(1 +D2)−p/2) = ω
([
r 7→ τ(a(1 +D2)−p/2(1+log(r)−1)

log(1 + r)

])
= ω

([
λ 7→ 1

log(1 + λ)

∫ λ

0
τ
(
ae−t

−1(1+D2)p/2
) dt
t2

])
.

Remarques 6.2.7. Dans le cadre des triplets spectraux, l’hypothèse [b, (1 + D2)−p/2] ∈
M0

log(N , τ) se vérifie en général facilement en montrant que [b, (1 +D2)−p/2] ∈ L1(N , τ),
ce qui est suffisant car L1(N , τ) ⊂M0

log(N , τ). Notons aussi que nous n’avons pas besoin
d’hypothèse d’existence d’unités locales comme c’est le cas dans, par exemple, [38,78], ni
même d’hypothèse de σ-unitalité pour A. Le Théorème 6.2.5 (et son Corollaire) simplifie
considérablement certains résultats que j’ai obtenu dans ma thèse, en particulier [38,
Proposition 4.17] et [40, Theorem 6.1]. Ce résultat est aussi utilisé dans [44, Theorem 14],
et dans [52, Theorem 5.4].

6.3 Cas localement compact et Mp
ψ-sommable

Ce paragraphe est une synthèse des résultats obtenus dans l’article [43], travail en
commun avec Fedor Sukochev, dans lequel nous donnons une généralisation du Théorème
6.1.13 dans le cas d’un espace de Marcinkiewicz Mψ(N , τ) quelconque. Afin de séparer
les difficultés, nous nous restreignions ici au cas compact. La nouveauté de notre approche
repose sur l’utilisation d’un foncteur d’extrapolation.

6.3.1 Positionnement du problème
La problème que nous abordons ici est de savoir si il existe toujours un lien entre traces

de Dixmier, fonctions ζ et semi-groupes de la chaleur pour un espace de Marcinkiewicz
général. Plus précisément, ce que l’on cherche à déterminer c’est la classe des espaces de
Marcinkiewicz pour lesquels les traces de Dixmier restent proportionnelles à l’évidente
généralisation des membres de droite des égalités (6.1.5) et (6.1.6), c’est-à-dire à

ω
([
r 7→ τ(T 1+log(r)−1)

ψ(r)

])
, (6.3.1)
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et à

ω
([
λ 7→ 1

ψ(λ)

∫ λ

0
τ
(
e−(tT )−1) dt

t2

])
, (6.3.2)

Cette question est tout à fait naturelle étant donnée que les espacesMψ(N , τ), avec
ψ 6= log, apparaissent naturellement dans de multiples situations :

— Si Tj ∈ Mlog(Nj, τj), j = 1, 2, alors T1 ⊗ T2 ∈ Mlog2(N1⊗N2, τ1 ⊗ τ2). Plus géné-
ralement, si Tj ∈ Mψj(Nj, τj), j = 1, 2, alors T1 ⊗ T2 ∈ Mψ(N1⊗N2, τ1 ⊗ τ2) avec
ψ(t) = supt1t2=t ψ1(t1)ψ1(t2) ;

— Si T ∈ N est tel que τ
(
e−tT

−1
)

= O( t−1 | log t|β), alors T ∈ Mψ(N , τ) avec
ψ(t) = log(1 + t)1+β si β > −1 et avec ψ(t) = log(1 + log(1 + t)) si β = −1.

— Si 0 ≤ f ∈ Mlogn(Rd) et g ∈ Mlogm(Rd) (pour X un espace mesuré, Mψ(X)
désigne l’espace de Marcinkiewicz associé à l’algèbre de von Neumann commutative
L∞(X) avec comme trace l’intégrale de Lebesgue), alors f 1/2(X)g(i∇)f 1/2(X) ∈
Mlogn+m(B(L2(Rd))), généralisation naturelle de la version symétrisée de l’inégalité
de Cwickel [86, Chapter 4].

Rappelons que la condition la plus faible possible sur ψ ∈ Ω garantissant l’existence
de traces singulières supportées à l’infini sur Mψ(N , τ) est donnée par (6.1.3). Cette
condition utilise une limite inférieure et est donc extrêmement difficile à manipuler. Une
condition plus forte et largement plus utilisée (c’est en particulier celle qui a été utilisée
dans [31]) consiste à remplacer la limite inférieure par la limite ordinaire :

∀ a > 1 , lim
t→∞

ψ(at)
ψ(t) = 1. (6.3.3)

Mentionnons la condition plus forte encore (et presque aussi largement répandue que la
précédente) :

lim
t→∞

ψ
(
tψ(t)

)
ψ(t) = 1, (6.3.4)

La condition que nous allons imposer ici est encore plus forte que la précédente :

∀α > 1 , la limite Aψ(α) := lim
t→∞

ψ(tα)
ψ(t) existe. (6.3.5)

Remarque 6.3.1. La condition (6.3.5) peut se traduire par l’existence d’un indice d’ex-
ponentiation, dans le sens où lorsqu’elle est vérifiée, on a alors Aψ(α) = αlogAψ(e). La
constante

kψ := log
(
Aψ(e)

)
, (6.3.6)

va d’ailleurs jouer un rôle central dans ce qui suit. Observons aussi que Aψ(e) ≥ 1, donc
kψ ≥ 0 et que si Aψ(α) = 1 pour un certain α > 1, alors Aψ(α) = 1 pour tous les α > 1.

6.3.2 Une méthode d’extrapolation
Les techniques que nous avons développées pour étendre le Théorème 6.1.13 à des

espaces de Marcinkiewicz plus généraux reposent sur une méthode d’extrapolation que
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nous allons décrire maintenant. Rappelons qu’un espace de Banach F ⊂ L1(R∗+)+L∞(R∗+)
est dit symétrique si pour tous x ∈ F et y ∈ L1(R∗+) + L∞(R∗+) alors |y| ≤ |x| implique
y ∈ F avec ‖y‖F ≤ ‖x‖F et µ(y, .) = µ(x, .) implique y ∈ F avec ‖y‖F = ‖x‖F . Si de
plus

∫ t
0 µ(y, s) ds ≤

∫ t
0 µ(x, s) ds implique y ∈ F avec ‖y‖F ≤ ‖x‖F , F sera dit pleinement

symétrique. Ces définitions s’étendent naturellement au cadre des espaces de Banach
d’opérateurs mesurables contenus dans L1(N , τ) +N .

Définition 6.3.2. Soit (F, ‖.‖F ) un espace de Banach symétrique de classes de fonctions
mesurables sur R∗+. Pour un opérateur τ -mesurable T , on considère la fonction numérique
suivante :

ηT :=
[
p ∈ (1,∞) 7→ ‖T‖p

]
, (6.3.7)

puis l’espace de Banach d’opérateurs τ -mesurables associé :

LF (N , τ) :=
{
T ∈ L0(N , τ) : ‖T‖LF := ‖ηT‖F <∞

}
. (6.3.8)

On peut montrer que l’espace LF partage la plupart des propriétés de F et est toujours
un espace pleinement symétrique. On va définir maintenant ce que l’on entend par espace
extrapolé.

Définition 6.3.3. Soit E ⊂ L0(N , τ) un espace de Banach pleinement symétrique d’opé-
rateurs τ -mesurables. On dira que E est un espace extrapolé si il existe un espace de
Banach symétrique F de classes de fonctions mesurables sur R∗+ tel que E = LF avec des
normes équivalentes. On définira alors X1 comme la classe des espaces extrapolés qui sont
proches de L1(N , τ), c’est-à-dire tels que E ⊂ Lp(N , τ) continûment pour tout p > 1, et
E 6⊂ L1(N , τ).

Pour ψ ∈ Ω, c’est-à-dire ψ : [0,∞) → [0,∞) est une fonction concave et croissante
satisfaisant à la propriété (6.1.1), on pose alors

Fψ :=
{
f : (1,∞)→ C , mesurable : ‖f‖Fψ := ess sup

p>1

|f(p)|
‖ψ′‖p

<∞
}
,

Fψ :=
{
f : (1,∞)→ C , mesurable : ‖f‖Fψ := ess sup

p>1

|f(p)|
ψ(e(p−1)−1) <∞

}
,

et conséquemment, on définit les espaces extrapolés associés :

Lψ(N , τ) := LFψ(N , τ) et Lψ(N , τ) := LFψ(N , τ).

Notre premier résultat établit que les espaces Lψ(N , τ) et Lψ(N , τ) encadrent toujours
l’espace de MarcinkiewiczMψ(N , τ), sans aucune restriction sur ψ ∈ Ω :

Proposition 6.3.4. [43, Proposition 2.13] Soit ψ ∈ Ω. Alors Lψ(N , τ) ⊂ Mψ(N , τ) ⊂
Lψ(N , τ), avec

‖.‖Lψ ≤ ‖.‖Mψ
≤ max

{
e,
ψ(1)
ψ′(1)

}
‖.‖Lψ .

Ce que l’on cherche à comprendre maintenant, ce sont les conditions sur ψ ∈ Ω qui
garantissent l’égalité Lψ(N , τ) = Mψ(N , τ). En effet, ce n’est que dans ce cadre là que
nous pourrons formuler nos résultats car la fonctionnelle (6.3.1) n’est bien définie que
pour T ∈ Lψ(N , τ). De manière assez surprenante, on montre qu’une condition nécessaire
pour avoir Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ) est d’avoirMψ(N , τ) = Lψ(N , τ) :
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Proposition 6.3.5. [43, Proposition 2.16] Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Mψ(N , τ) ∈ X1,
2. Mψ(N , τ) = Lψ(N , τ),
3. Il existe c, C > 0 tels que pour tout t > 0,

c sup
p>1

t1/p−1

‖ψ′‖p
≤ 1
ψ(t) ≤ C sup

p>1

t1/p−1

‖ψ′‖p
.

Remarque 6.3.6. Les deux propositions précédentes sont basées sur les méthodes de [3],
où est traité le cas dual et commutatif des espaces de Marcinkiewicz proches de L∞[0, 1].
En particulier, l’équivalence entre les deux premières conditions de la Proposition 6.3.5
résulte du fait que l’espace de MarcinkiewiczMψ(R∗+) est le plus grand espace symétrique
ayant pour fonction fondamentale ϕ(t) = tψ(t)−1.
Remarque 6.3.7. La Proposition 6.3.5 nous dit en particulier qu’on ne peut pas avoir

Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ) $ Lψ(N , τ),

mais les trois autres situations sont a priori possibles. En particulier, l’égalité Lψ(N , τ) =
Mψ(N , τ) est équivalente à Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ) = Lψ(N , τ).

En utilisant une inégalité de concavité, on déduit une condition élémentaire, suffisante
pour obtenir la double égalité Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ) = Lψ(N , τ) :
Proposition 6.3.8. [43, Proposition 2.20] Supposons que pour tout δ > 0, l’application
[t 7→ t−δψ(t)] soit décroissante et qu’il existe ρ > 0 tel que la fonction [t 7→ ψ(exp(tρ))]
soit toujours concave. On a alors Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ) = Lψ(N , τ).
Remarque 6.3.9. La proposition précédente implique que Lψ(N , τ) = Mψ(N , τ) pour
ψ(t) = log(1 + log(1 + . . . log(1 + t) . . . ))β, β > 0.

6.3.3 Traces de Dixmier et fonctions ζ
Dans le cas où Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ) = Lψ(N , τ), le lien entre les traces de Dixmier

et les fonctionnelles (6.3.1) repose sur le résultat suivant, une variante du Lemme de
Karamata, généralisant [20, Theorem 2.2]. C’est précisément pour pouvoir utiliser ce
résultat que nous avons besoin de la condition (6.3.5).
Lemme 6.3.10. [43, Proposition 3.2] Soit ϕ : [0,∞) → [0,∞) une fonction mesurable
telle qu’il existe k ≥ 0 avec

lim
r→∞

ϕ(r/n)
ϕ(r) = n−k, ∀n ∈ N, (6.3.9)

et soit β : [0,∞)→ [0,∞) une fonction croissante et continue à droite telle que[
r 7→ 1

ϕ(r)

∫ ∞
0

e−t/r dβ(t)
]
∈ L∞(R∗+). (6.3.10)

Alors, pour tout état ω ∈ L∞(R∗+)∗+ invariant par dilatations, on a :

ω
([
r 7→ β(r)

ϕ(r)

])
= 1

Γ(1 + k) ω
([
r 7→ 1

ϕ(r)

∫ ∞
0

e−t/r dβ(t)
])
. (6.3.11)
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Remarque 6.3.11. La version ordinaire du Lemme de Karamata se déduit du Lemme
6.3.10 pour ϕ(t) = tα, α > 0, et lorsque la fonction donnée dans (6.3.10) converge à
l’infini. Pour ϕ = Id, ce résultat est démontré dans [20, Theorem 2.2].

Soit maintenant ψ ∈ Ω satisfaisant à (6.3.5). En posant ϕ := ψ ◦ exp, on trouve

lim
r→∞

ϕ(r/n)
ϕ(r) = n−kψ ,

où kψ est donnée dans (6.3.6). En considérant ensuite la fonction β(t) := τ
(
T ET (e−t)

)
, où

ET est la famille spectrale de T ≥ 0, on se retrouve exactement dans le cadre du Lemme
6.3.10. En effectuant quelques manipulations classiques utilisant les propriétés des limites
généralisées, on en déduit une première partie du résultat cherché :

Théorème 6.3.12. [43, Theorem 3.4] Supposons que ψ ∈ Ω satisfasse à la condition
(6.3.5) et que de plus Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ). Alors, pour tout ω, état de L∞(R∗+) invariant
par exponentiations, tout T ∈Mψ(N , τ)+ et tout B ∈ N , on a

τψ,ω(BT ) = 1
Γ(1 + kψ) ω

([
r 7→ τ(BT 1+1/ log(r))

ψ(r)

])
, (6.3.12)

où la constante kψ est donnée dans (6.3.6).

Remarque 6.3.13. Notons que nos conditions sur ψ ∈ Ω sont vraisemblablement né-
cessaires aussi. En effet, pour que le membre de droite de l’égalité (6.3.12) soit défini, il
faut que la condition d’égalité Lψ(N , τ) = Mψ(N , τ) soit satisfaite et que la constante
kψ existe.

Par exemple, pour ψ(t) = log(1 + t1/β)β, β > 0, la condition (6.3.5) est satisfaite
avec kψ = β et on a aussi Lψ(N , τ) = Mψ(N , τ) d’après la Proposition 6.3.8. Ainsi, le
Théorème 6.3.12 donne pour tout T ∈ Mψ(N , τ)+, B ∈ N et tout état ω invariant par
exponentiations :

τψ,ω(BT ) = ββ

Γ(1 + β) ω
([
r 7→ τ(BT 1+ 1

log(r) )
log(r)β

])
.

En particulier, lorsque β = n ∈ N, et lorsque qu’elle est méromorphe, la fonction ζ d’un
opérateur T ∈Mlogn(N , τ)+ a un pôle d’ordre au plus n en z = 1. Cela généralise un fait
bien connu : lorsque qu’elle est méromorphe, la fonction ζ d’un opérateur T ∈Mlog(N , τ)+

a un pôle au plus simple en z = 1.
Un autre exemple est celui de la fonction ψ(t) = log(1 + log(1 + t)). Dans ce cas,

kψ = 0 et Lψ(N , τ) = Mψ(N , τ) d’après la Proposition 6.3.8. Ainsi, pour tout T ∈
Mlog ◦ log(N , τ)+, B ∈ N et tout état ω invariant par exponentiations, on a :

τψ,ω(BT ) = ω
([
r 7→ τ(BT 1+ 1

log(r) )
log(log(r))

])
.
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6.3.4 Traces de Dixmier et semi-groupe de la chaleur
Pour relier maintenant la trace de Dixmier à la fonctionnelle (6.3.2), il est naturel

d’introduire la classe des opérateurs τ -mesurables suivante :

Définition 6.3.14. Pour ψ ∈ Ω, on définit Cψ(N , τ) comme étant l’ensemble des éléments
de N tels que :

sup
λ>0

1
ψ(λ)

∫ λ

0
τ
(
e−u

−1|T |−1) du
u2 <∞. (6.3.13)

Bien évidement, on a∫ λ

0
τ
(
e−u

−1|T |−1) du
u2 = τ

(
|T |e−λ−1|T |−1)

,

de telle sorte que la condition (6.3.13) est équivalente à

[
λ 7→

τ
(
|T |e−λ−1|T |−1

)
ψ(λ)

]
∈ L∞(R∗+).

Mais cette observation n’est guère utile au vu de nos motivations qui consistent à dériver
des formules pour les traces de Dixmier à partir de l’asymptotique du noyau de la chaleur.
La façon correcte de comprendre la condition (6.3.13) est la suivante. On écrit tout d’abord

1
ψ(λ)

∫ λ

0
τ
(
e−u

−1|T |−1) du
u2 = 1

ψ(λ)

∫ λ

0

τ
(
e−u

−1|T |−1
)

u2ψ′(u) ψ′(u) du.

Ensuite, avec C l’opérateur de Cesàro du groupe additif (R,+) :

C : L∞(R∗+)→ L∞(R∗+), f 7→
[
λ 7→ 1

λ

∫ λ

0
f(u) du

]
.

l’opérateur

Cψ : L∞(R∗+)→ L∞(R∗+), f 7→
[
λ 7→ 1

ψ(λ)

∫ λ

0
f(u)ψ′(u) du

]
,

n’est rien d’autre que la moyenne de Cesàro conjugué par ψ : Cψ(f) =
(
M+(f ◦ψ−1)

)
◦ψ.

Ainsi, on en déduit qu’une condition suffisante pour avoir T ∈ Cψ(N , τ) est donnée par :

[
λ 7→

τ
(
e−λ

−1|T |−1
)

λ2ψ′(λ)

]
∈ L∞(R∗+).

Par exemple, une majoration du type

τ
(
e−t|T |

−1) ≤ Ct−1 | log t|β, β ≥ −1,

implique que T ∈ Cψ(N , τ) pour ψ(t) = log(1 + t1/(1+β))1+β, lorsque β > −1. Lorsque
β = −1 cela implique que T ∈ Cψ(N , τ) pour ψ(t) = log(1 + log(1 + t)).

Le résultat suivant donne un encadrement de Cψ(N , τ) qui, ici aussi, est valable sans
aucune condition sur ψ ∈ Ω.
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Proposition 6.3.15. [43, Propositions 4.3 & 4.4] Soit ψ ∈ Ω. Alors Lψ(N , τ) ⊂
Cψ(N , τ) ⊂Mψ(N , τ). Plus précisément, on a pour T ∈ N :

‖T‖Mψ
≤ ‖T‖ sup

λ∈(0,1)

λ

ψ(λ) + sup
λ≥1

1
ψ(λ)

(∫ λ

0
τ
(
e−u

−1|T |−1) du
u2 + 1

)
,

et
1

ψ(λ)

∫ λ

0
τ
(
e−u

−1T−1) du
u2 ≤ e ψ(λ)1/ log(λ) ‖T‖1+1/ log(λ)

Lψ
.

Notons aussi que la condition (6.3.4) est intimement liée à l’espace Cψ(N , τ) :

Proposition 6.3.16. [43, Corollary 4.6] Si ψ ∈ Ω satisfait la condition (6.3.4), alors
Cψ(N , τ) =Mψ(N , τ).

On en déduit ainsi que la condition (6.3.4) est nécessaire pour avoir une égalité entre
les traces de Dixmier et les fonctionnelles (6.3.2). Cela dit, étant donné que nous nous
servons du Lemme 6.3.10 pour identifier les fonctionnelles (6.3.2) et (6.3.1), nous sommes
contraint d’utiliser la condition plus forte (6.3.5) dans le résultat suivant :

Théorème 6.3.17. [43, Theorem 4.7] Supposons que ψ ∈ Ω satisfasse à la condition
(6.3.5) et que de plus Lψ(N , τ) =Mψ(N , τ). Alors, pour tout ω, état de L∞(R∗+) invariant
par exponentiations, tout T ∈Mψ(N , τ)+ et tout B ∈ N , on a

τψ,ω(BT ) = ω
([
λ 7→ 1

ψ(λ)

∫ λ

1
τ
(
Be−t

−1T−1) dt
t2

])
.

6.3.5 Application aux opérateurs pseudo-différentiels sur Rn

Nous allons maintenant donner une application de nos résultats aux opérateurs pseudo-
différentiels sur Rn. Les résultats que nous avons obtenus dans ce cadre-là, sont inspirés
des travaux de Nicola et Rodino [71] et les généralisent dans plusieurs directions :

— Nos résultats s’appliquent à tous les espaces Mψ

(
B(L2(Rn)),Tr

)
, avec ψ ∈ Ω

satisfaisant aux conditions du Théorème 6.3.12, et non pas seulement à l’espace
L1-faible sur B(L2(Rn)) comme c’est le cas dans [71] ;

— Nos hypothèses sur la fonction de Planck (définie dans (6.3.15)) sont beaucoup
plus faibles que celles utilisées dans [71] ;

— Nous sommes capables de donner une formule pour la trace de Dixmier d’un opé-
rateur pseudo-différentiel à partir de son symbole.

On se place ici dans le cadre du calcul pseudo-différentiel de Weyl avec des symboles
dans les classes d’Hörmander. Rappelons que l’action d’un opérateur pseudo-différentiel
OPW (T ), de symbole T ∈ S ′(R2n), dans le schéma de la quantification de Weyl sur un
vecteur φ ∈ S(Rn) est donnée par :(

OPW (T )φ
)
(x) = (2π)−n

∫
R2n

eiξ.(x−y) T
(x+ y

2 , ξ
)
φ(y) dny dnξ.

L’aspect le plus important concernant la quantification de Weyl est qu’elle transforme un
symbole réel en un opérateur auto-adjoint et qu’elle réalise une isométrie surjective de
L2(R2n) sur l’espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L2(Rn).



6.3. CAS LOCALEMENT COMPACT ET MP
ψ -SOMMABLE 65

Nous considérons ici des symboles dans les classes de Hörmander S(m, g). Rappelons
que l’espace S(m, g) est associé à une métrique g à variation lente et σ-tempérée sur R2n

et à une fonction poids m : R2n → R∗+, g-continue et (σ, g)-tempérée (voir [51, Definition
18.5.1] pour plus de détails). Les espaces S(m, g) sont Fréchet pour la topologie associée
aux semi-normes :

‖f‖k;m,g := sup

∣∣∣f (k)
(
(x, ξ);X1, . . . , Xk

)∣∣∣
m(x, ξ) gx,ξ(X1)1/2 . . . gx,ξ(Xk)1/2 <∞, k ∈ N, (6.3.14)

où la borne supérieure est prise sur (x, ξ) ∈ R2n et sur X1, . . . , Xk ∈ T(x,ξ)R2n et
f (k)

(
(x, ξ); ., . . . , .

)
est la forme multi-linéaire sur T(x,ξ)R2n, donnée par la différentielle

d’ordre k ∈ N de la fonction f au point (x, ξ) ∈ R2n. On note OPS(m, g) l’espace des
opérateurs pseudo-différentiels de Weyl avec des symboles dans la classe de Hörmander
S(m, g). On définit aussi gσ, la métrique symplecto-dual de g, par :

gσx,ξ(t, τ) := sup
{
σ(t, τ ; y, η)2 : gx,ξ(y, η) = 1

}
, (x, ξ), (t, τ) ∈ R2n,

où σ est la forme symplectique standard de R2n ' T ∗Rn. On pose finalement hg, la
fonction de Planck, définie par :

h2
g(x, ξ) := sup

(t,τ)∈R2n

gx,ξ(t, τ)
gσx,ξ(t, τ) . (6.3.15)

Nous supposerons ici que hg ∈ Lq ∩L∞(R2n), q > 1. Cette hypothèse est strictement plus
faible que celle utilisée dans [71], où les auteurs supposent que hg(x, ξ) ≤ C(1+|x|+|ξ|)−δ.

Rappelons les faits importants du calcul de Hörmander-Weyl (pour les détails et défi-
nitions précises, on pourra consulter [51, Chapter XVIII]) :

— OPW envoie continûment S(m, g) dans B(L2(Rn)) si et seulement si m ∈ L∞(R2n)
[51, Theorem 18.6.3] ;

— OPW envoie continûment S(m, g) dans K(L2(Rn)) si et seulement si lim
∞
m = 0 [51,

Theorem 18.6.6] ;
— On a l’estimation en norme de trace suivante [50, Theorem 3.9] : pour tout k ∈ N,

il existe Ck > 0 telle que pour tout f ∈ S(m, g), on a

‖OPW (f)‖1 ≤ Ck(‖f‖1 + ‖hkgm‖1‖f‖k;m,g) ; (6.3.16)

— Finalement, [51, Theorem 18.5.4], on a

OPS(m1, g) OPS(m2, g) ⊂ OPS(m1m2, g),

et si fj ∈ S(mj, g), j = 1, 2, alors

OPW (f1)OPW (f2)−OPW (f1f2) ∈ OPS(m1m2hg, g). (6.3.17)

Les propriétés suivantes, issues de [71], sont à la base de nos résultats :

Proposition 6.3.18. [71, Lemma 3.2 & Theorem 3.3] Soit (g,m) comme précédemment.
Supposons de plus que lim(x,ξ)→∞m(x, y) = 0 et qu’il existe q ≥ 1 tel que hg ∈ L∞(R2n)∩
Lq(R2n). Alors :
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1. Il existe c > 0, tel qu’en posant m̃ := (c+m−1)−1, l’opérateur OPW (m̃−1) est positif
et inversible, d’inverse dans OPS(m, g) (donc compact).

2. Pour tout t > 0, on a
e−tOPW (m̃−1) = OPW (bt) + St,

où {bt}t>0 est une famille bornée dans S(1, g), satisfaisant |bt| ≤ Ce−tm̃/2 et où
{St}t>0 est une famille d’opérateurs à trace satisfaisant à ‖St‖1 ≤ C t.

À partir du résultat précédent et en utilisant une méthode de comparaison à l’opérateur
modèle OPW (m̃−1)−1, on montre facilement que si m satisfait à la condition :

sup
λ>0

1
ψ(λ)

∫ λ

0

∫
R2n

e−t
−1m−1(x,ξ) dnx dnξ

dt

t2
<∞, (6.3.18)

alors, OPS(m, g) ⊂ Mψ(L2(Rn)) continûment. En utilisant la Définition 6.3.14, on voit
que la condition précédente signifie que la fonction poids m appartient à l’espace Cψ(R2n),
i.e. l’espace Cψ(N , τ) pour N = L∞(R2n) et τ donnée par l’intégrale de Lebesgue. Ainsi,
quand ψ ∈ Ω satisfait à la condition (6.3.4), le Corollaire 6.3.16 montre que cet espace
coïncide avec l’espace de Marcinkiewicz commutatifMψ(R2n). On obtient alors le résultat
d’existence suivant :
Théorème 6.3.19. [43, Theorem 5.4] Supposons que ψ ∈ Ω satisfasse à la condition
(6.3.4), qu’il existe q > 1 tel que hg ∈ L∞(R2n) ∩ Lq(R2n) et que m ∈ Mψ(R2n). On a
alors OPS(m, g) ⊂Mψ

(
L2(Rn)

)
continûment.

Dans la suite, on utilisera la notation
∫
ψ,ω pour désigner la trace de Dixmier (associée à

ψ et ω) pour l’algèbre de von Neumann commutative L∞(R2n) avec l’intégrale de Lebesgue
pour trace. On appellera cette trace de Dixmier particulière, l’intégrale de Dixmier. En
combinant le Théorème 6.3.17 avec la Proposition 6.3.18, on déduit que lorsqu’elle existe,
la trace de Dixmier d’un opérateur pseudo-différentiel d’Hörmander-Weyl coïncide avec
l’intégrale de Dixmier de son symbole. Ce résultat complète une propriété classique dans
le calcul de Weyl : lorsqu’elle existe, la trace d’un opérateur pseudo-différentiel coïncide
avec l’intégrale de son symbole.
Théorème 6.3.20. [43, Theorem 5.6] Supposons que ψ ∈ Ω satisfasse à la condition
(6.3.5), que Lψ = Mψ, qu’il existe q > 1 tel que hg ∈ L∞(R2n) ∩ Lq(R2n) et que m ∈
Mψ(R2n). Alors, pour tout symbole f ∈ S(m, g) et tout ω état de L∞(R∗+) invariant par
exponentiations, on a :

Trψ,ω
(
OPW (f)

)
=
∫
ψ,ω

f.

On combinant les Théorèmes 6.3.12 et 6.3.20, on déduit finalement une méthode simple
pour le calcul de la trace de Dixmier d’un opérateur pseudo-différentiel sur Rn :
Corollaire 6.3.21. [43, Corollary 5.7] Sous les hypothèses du Théorème 6.3.20, on a :

Trψ,ω
(
OPW (f)

)
= 1

Γ(1 + kψ) ω
([
r 7→ 1

ψ(r)

∫
R2n

f(x, ξ) |f(x, ξ)|1/ log(r) dnxdnξ
])
,

où kψ est la constante associée à ψ ∈ Ω donnée dans (6.3.6).
Remarque 6.3.22. Il est très vraisemblable que les résultats de ce paragraphe s’étendent
au cas des opérateurs pseudo-différentiels sur les variétés Riemanniennes à géométrie
bornée avec des symboles dans les classes de Shubin [85].



Chapitre 7

Théorie de l’indice pour les espaces
noncommutatifs semi-finis et
localement compacts

7.1 Le problème de l’indice

Dans ce qui suit, on considère toujours une algèbre de von Neumann semi-finie N ,
représentée fidèlement sur B(H) et munie d’une trace normale, fidèle et semi-finie τ .
Soit aussi (A,H,D) un triplet spectral semi-fini et sans unité. Ici, on supposera aussi A
séparable. Un peu plus loin, on supposera aussi que (A,H,D) est finiment sommable de
dimension spectrale p ≥ 1 (voir Définition 6.1.8).

7.1.1 L’application indice en KK-théorie
Naïvement, on voudrait à partir d’un triplet spectral semi-fini, sans unité (A,H,D) et

de parité ∗ = 0, 1, définir une classe [(X,F )] dans KK∗(A,K(N , τ)) de la façon suivante :
— X := K(N , τ) vu comme un C∗-module à droite sur lui-même ;
— A, la C∗-complétion de A, agit sur X par multiplication à gauche ;
— F := D(ε+D2)−1/2, ε > 0.

Cependant, cette classe n’est pas bien définie en général car K(N , τ), vu comme C∗-
module sur lui-même, n’est en général pas dénombrablement engendré. En effet, nous
avons End0

K(N ,τ)(K(N , τ)) = K(N , τ) alors que K(N , τ) n’est en général pas σ-unital.
Pour palier à ce problème, on peut tout simplement remplacer K(N , τ) par C, sa sous-
C∗-algèbre engendrée par les opérateurs suivants :

[F, a], b[F, a], F [F, a], F b[F, a], aϕ(D), a, b ∈ A, ϕ ∈ C0(R).

Évidemment, lorsque A est séparable C est une sous-C∗-algèbre séparable de K(N , τ) et
on a donc une classe [(C,F )] bien définie dans KK∗(A,C) (de même parité que celle de
(A,H,D) et indépendante de ε) à laquelle est maintenant associée une application indice
en K-théorie via le produit de Kasparov :

K∗(A) = KK∗(C, A)→ K0(C), [x] 7→ [x]⊗A [(X,F )]. (7.1.1)

67
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On sait d’après [53, Theorem 18.4.4] que F(N , τ), l’idéal engendré par les projections
de traces finies, est stable par calcul fonctionnel holomorphe dans K(N , τ). Comme de
plus F(N , τ) est dense dans K(N , τ), C ∩ F(N , τ) est dense dans C et est stable par
calcul fonctionnel holomorphe. Ainsi, tout élément de K0(C) est de la forme [e]− [f ] où
e, f ∈ Mn(C ∩ F(N , τ)⊕ C). Finalement, comme F(N , τ) ⊂ L1(N , τ), la trace τ induit
un homomorphisme :

τ∗ : K0(C)→ R.

En composant cet homomorphisme avec l’application indice en K-théorie, on obtient une
application “indice numérique”, que l’on voit comme un couplage entre la classe d’un
triplet spectral (A,H,D) en KK-théorie avec la K-théorie de A :

〈., [(A,H,D)]〉 : K∗(A)→ R. (7.1.2)

7.1.2 L’application indice numérique
On va maintenant relier notre application “indice numérique” à un vrai problème de

l’indice au sens Brauer-Fredholm [13, 14] (voir aussi [74] dans le cas ou N n’est pas un
facteur). Rappelons qu’un opérateur T ∈ N est τ -Fredholm si son image dans l’algèbre
de Calkin N /K(N , τ) est inversible. L’indice de Brauer d’un opérateur τ -Fredholm T est
alors défini par

τ -Index(T ) = τ(QkerT )− τ(QkerT ∗)

où QkerT sont QkerT ∗ les projections sur les noyaux de T et de T ∗.

Remarque 7.1.1. L’indice de Brauer possède les même propriétés fonctorielles que son
homologue dans B(H) mais prend des valeurs réelles.

Notre objectif est alors de trouver un représentant de la classe [(X,F )] ∈ KK∗(A,C)
construite précédemment, donnant lieu à des opérateurs τ -Fredholm et tel que le couplage
〈[x], [(A,H,D)]〉, [x] ∈ K∗(A) calcule cet indice. Nous devons pour cela modifier D pour
le rendre inversible, sans pour autant changer de classe dans KK∗(A,C). On obtiendra
alors un module de Kasparov normalisé, c’est-à-dire tel que F 2 = 1. (On sait d’après [25,
Proposition 12] qu’à une addition d’un module dégénéré prés, tout module de Kasparov
est opérateur-homotope à un module de Kasparov normalisé.) Observons que dans notre
situation le noyau de l’opérateur D peut être de dimension infinie (c’est dors et déjà le cas
pour un triplet spectral semi-fini et unifère ou encore pour un triplet spectral ordinaire
et sans unité) et que l’astuce habituelle consistant à ajouter à l’espace de Hilbert H une
copie supplémentaire du noyau de D ne fonctionne plus. On suit alors la construction
donnée dans [26, P. 68] du triplet spectral “double” : on fixe un paramètre de masse µ > 0
et on effectue les transformations

H 7→ H⊕H, D 7→ Dµ :=
(
D µ
µ −D

)
, a 7→ â :=

(
a 0
0 0

)
, ∀a ∈ A.

Plus généralement, lorsque x est un élément de Mn(A⊕ C), on pose

x̂ :=
(
x 0
0 πn(x)

)
∈M2n(A⊕ C),
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où πn : Mn(A⊕C)→Mn(C) est l’application quotient. Comme Dµ est inversible, on peut
poser Fµ := Dµ|Dµ|−1. On montre alors facilement que la classe de (C ⊕ C,Fµ) coïncide
avec celle de (C,F ) dans KK∗(A,C). On pose aussi Pµ := (1 + Fµ)/2 dans le cas impair
et on utilise la graduation γ ⊕−γ dans le cas pair.

En utilisant des méthodes usuelles, on montre facilement que pour e une projection
(dans le cas pair) et u un unitaire (dans le cas impair) choisis dans Mn(A ⊕ C), les
opérateurs

ê(Fµ+ ⊗ Idn)ê et (Pµ ⊗ Idn)û(Pµ ⊗ Idn),
sont (τ ⊗ tr2n)-Fredholm et que de plus

〈[e]− [πn(e)], [(A,H,D)]〉 = τ ⊗ tr2n-Index
(
ê(Fµ+ ⊗ Idn)ê

)
,

〈[u], [(A,H,D)]〉 = τ ⊗ tr2n-Index
(
(Pµ ⊗ Idn)û(Pµ ⊗ Idn)

)
.

Dans le cas impair, on peut en fait se passer de la procédure de “doublement” du
triplet spectral. En effet, en posant P := χ[0,∞)(D), pour tout unitaire u ∈ Mn(A ⊕ C),
l’opérateur (P ⊗ Idn)u(P ⊗ Idn) est (τ ⊗ trn)-Fredholm et on a aussi

〈[u], [(A,H,D)]〉 = τ ⊗ trn- Index
(
(P ⊗ Idn)u(P ⊗ Idn)

)
.

Supposons maintenant que (A,H,D) soit finiment sommable, de parité ∗ = 0, 1, de
dimension spectrale p ≥ 1 et que bpc = ∗mod 2. On a alors [Fµ, â] ∈ Lp(N , τ) pour
tout a ∈ A (c’est-à-dire que le module de Fredholm semi-fini (Fµ,H ⊕ H) pour A est
p-sommable) et dans ce cas, le couplage indice numérique peut aussi se calculer comme
le couplage en degré bpc du caractère de Chern en cohomologie cyclique périodique avec
son homologue en homologie :

〈[e]− [πn(e)], [(A,H,D)]〉 = ChbpcFµ⊗Idn

(
Chbpc(ê)

)
, cas pair, (7.1.3)

〈[u], [(A,H,D)]〉 = −(2iπ)−1/2 ChbpcFµ⊗Idn

(
Chbpc(û)

)
, cas impair,

avec, en posant τ ′(T ) := 1
2τ(Fµ(FµT + TFµ)),

ChkFµ(a0, a1, . . . , ak) :=


Γ( k2 +1)

k! τ ′(γa0[Fµ, a1] . . . [Fµ, ak]), k pair,

√
2iΓ( k2 +1)

k! τ ′(a0[Fµ, a1] . . . [Fµ, ak]), k impair.
, (7.1.4)

et si e ∈ A⊕ C est une projection, Ch0(e) = e et pour k ≥ 1

Ch2k(e) = (−1)k (2k)!
k! (e− 1/2)⊗ e⊗ · · · ⊗ e, (7.1.5)

si u ∈ A⊕ C est un unitaire, pour k ≥ 0

Ch2k+1(u) = (−1)k k!u∗ ⊗ u⊗ · · · ⊗ u∗ ⊗ u.

Le bénéfice de l’égalité (7.1.3) est d’avoir une formule explicite pour l’application
l’indice numérique (7.1.2). Par contre, son calcul reste délicat étant donné son caractère
hautement non local. Dans le cas d’un triplet spectral unifère ordinaire (i.e. N = B(H) et
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τ = Tr), Connes et Moscovici [29] ont résolu ce problème en construisant un représentant
local du caractère de Chern ; local dans le sens où il ne fait apparaitre que des résidus de
fonctions zeta de certains opérateurs. En adaptant les techniques d’Higson [49] au cadre
semi-fini, une formule locale de l’indice a été obtenue par mes collaborateurs dans [21,22]
dans le cas semi-fini et unifère. Ce que nous démontrons ici c’est une formule analogue
dans le cas semi-fini et non unifère. L’outil principal est la construction d’une version
adaptée au cas sans unité du calcul pseudo-différentiel de Connes et Moscovici [29].

7.2 Un calcul pseudo-différentiel adapté
La première étape pour définir notre calcul pseudo-différentiel adapté au cas loca-

lement compact consiste à affiner la théorie de l’intégration donnée au paragraphe 6.2.
Pour un triplet spectral (A,H,D) semi-fini, sans unité et finiment sommable de dimension
spectrale p ≥ 1, nous considérons la famille des poids fidèles, normaux et semi-finis sur
N , donnés par

T ∈ N+ 7→ ϕs(T ) := τ
(
(1 +D2)−s/4T (1 +D2)−s/4

)
∈ [0,+∞], s > p.

En définissant L2(N , ϕs) comme étant l’espace GNS du poids ϕs, on considère la variante
Fréchet de l’algèbre de Banach B((1 +D2)−p/2) donnée dans la Proposition 6.2.1 :

B2(D, p) := N ∩
( ⋂
s>p

L2(N , ϕs) ∩ L2(N , ϕs)∗
)
.

On munira B2(D, p) de la topologie associée à la famille de semi-normes :

Qn(T ) :=
(
‖T‖2 + ϕp+1/n(|T |2) + ϕp+1/n(|T ∗|2)

)1/2
, n ∈ N∗.

Finalement, on introduit l’espace B1(D, p) des éléments intégrables, comme l’image sous
la multiplication du produit tensoriel projectif de deux copies de B2(D, p) :

B1(D, p) := m
(
B2(D, p)⊗π B2(D, p)

)
⊂ N .

On montre alors que cet espace possède de très bonnes propriétés, en particulier :

Proposition 7.2.1. [17, Theorem 1.10, Propositions 1.14, 1.18 & 1.19]
1. Munie de la topologie associée aux semi-normes :

Pn(T ) := inf
{ ∞∑
i=1
Qn(T1,i)Qn(T2,i) : T =

∞∑
i=1

T1,iT2,i, T1,i, T2,i ∈ B2(D, p)
}
,

L’espace B1(D, p) est une sous-∗-algèbre de Fréchet de N , stable par calcul fonc-
tionnel holomorphe.

2. Tout élément T ∈ B1(D, p) est de la forme T = T1 − T2 + iT3 − iT4 avec 0 ≤ Tj,
T

1/2
j ∈ B2(D, p). Cependant, cette décomposition ne coïncide pas forcément avec la

décomposition de Jordan de T dans N .
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3. Supposons qu’il existe une sous-algèbre de von Neumann M ⊂ N telle que pour
tout n ∈ N, la restriction du poids ϕn à M soit une trace semi-finie, fidèle et
normale. On a alors,

B1(D, p)
⋂
M =

⋂
n≥1
L1(M, τn)

⋂
M,

et de plus Pn(·) = ‖ · ‖+ 2‖ · ‖τn, où ‖ · ‖τn est la norme de L1(M, τn).

Voici la raison principale pour introduire l’espace B1(D, p) :

Proposition 7.2.2. [17, Proposition 2.17] Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini,
sans unité et finiment sommable de dimension spectrale p ≥ 1. Alors, A ⊂ B1(D, p).

Nous allons maintenant voir que modulo une condition supplémentaire de régularité,
la condition A ⊂ B1(D, p) est aussi suffisante pour avoir un triplet spectral finiment
sommable. Comme à l’accoutumé, la régularité d’un triplet spectral se mesure au moyen
de la dérivation (partiellement définie) δ(T ) := [|D|, T ]. On introduit alors la version lisse
de B1(D, p) :

B∞1 (D, p) :=
∞⋂
k=0
Bk1(D, p),

avec

Bk1(D, p) :=
{
T ∈ N : ∀l = 0, . . . , k, δl(T ) ∈ B1(D, p)

}
.

On montre aussi que B∞1 (D, p) est une ∗-algèbre de Fréchet, stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans N .

On a alors une réciproque partielle à la Proposition 7.2.2 :

Proposition 7.2.3. [17, Proposition 2.16] Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini,
sans unité tel qu’il existe p ≥ 1 avec A ⊂ B∞1 (D, p). Alors (A,H,D) est finiment som-
mable, de dimension spectrale le plus petit p possible.

Les deux résultats précédents justifient l’introduction de la définition suivante :

Définition 7.2.4. Un triplet spectral (A,H,D) est régulièrement sommable si il existe
p > 0 tel que

A ∪ [D,A] ⊂ B∞1 (D, p).

Rappelons que pour un triplet spectral semi-fini avec élément unité, on définit les
opérateurs pseudo-différentiels d’ordre r ∈ R comme :

OPr := (1 +D2)r/2
( ⋂
n∈N

dom δn
)
, r ∈ R, OP∗ :=

⋃
r∈R

OPr.

Il est évident que cette notion continue à avoir du sens dans le cas d’un triplet spectral
sans unité mais, par contre, elle est de piètre utilité car ici ∪r<0OPr n’est a priori pas
contenu dans les opérateurs τ -compacts. À la place, on définit une notion d’opérateurs
pseudo-différentiels adaptée à notre situation :
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Définition 7.2.5. L’espace OP∗0 :=
⋃
r∈R

OPr
0, des opérateurs pseudo-différentiels modérés

est donné par :
OPr

0 := (1 +D2)r/2B∞1 (D, p), r ∈ R.

La topologie naturelle sur OPr
0 est associée à la famille de semi-norme :

Prn,l(T ) := Pn,l
(
(1 +D2)−r/2T

)
, n = 1, 2, 3, . . . , l = 0, 1, 2, . . . . (7.2.1)

Pour ne pas alourdir les notations, nous ne faisons pas explicitement apparaître la
dépendance de OPr

0 dans les choix de D et p ≥ 1. Les opérateurs pseudo-différentiels mo-
dérés généralisent leurs analogues du cas compact et possèdent des propriétés analogues.
Notons cependant que les opérateurs “différentiels”, c’est-à-dire les polynômes en D, ne
sont pas des opérateurs pseudo-différentiels modérés.

Proposition 7.2.6. [17, Corollary 1.30 & Lemma 1.31]
1. OPr

0 est un espace de Fréchet, OP0
0 une algèbre de Fréchet et on a une inclusion

continue OPr
0 ⊂ OPr.

2. Pour tous r, s ∈ R, on a
(
OPr

0 OPt ∪OPt OPr
0

)
⊂ OPr+t

0 .

3. OP0 ⊂ N ,
⋃
r<0

OPr ⊂ K(N , τ) et
⋃
r<−p

OPr
0 ⊂ L1(N , τ).

7.3 Une formule locale de l’indice
Pour formuler notre version du théorème local de l’indice, nous avons besoin d’intro-

duire la notion de dimension spectrale isolée, une notion plus faible que la notion standard
de spectre de dimension discret (c.f. [29]) :

Définition 7.3.1. Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini, sans unité et régulièrement
sommable de dimension spectrale p ≥ 1. Considérons alors les éléments b ∈ N , de la
forme

b = a0 da
(k1)
1 · · · da(km)

m (1 +D2)−|k|−m/2, a0, . . . , am ∈ A,

avec k ∈ Nm, |k| = k1 + · · · + km, da := [D, a] et da(k) est défini par récurrence par
da(k) = [D2, da(k−1)]. On dira que la dimension spectrale est isolée si pour tout b ∈ N de
la forme précédente, la fonction zêta :

ζb(z) := τ
(
b(1 +D2)−z

)
, <(z) > p,

admet un prolongement méromorphe sur un ouvert contenant un voisinage de z = 0 et
holomorphe sur {|z| < ρ} \ {0}, pour un certain ρ > 0. Dans ce cas, on pose

τj(b) := res
z=0

zj ζb(z), j ∈ {−1} ∪ N.

Nous allons maintenant introduire deux cocycles en cohomologie cyclique réduite (voir
[66, Chapter 2]) pour A⊕ C, le cocycle résiduel et le cocycle résolvant.
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Définition 7.3.2. Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini, sans unité, régulièrement
sommable de dimension spectrale isolée p ≥ 1, de parité ∗ = 0 ou ∗ = 1, soit M le plus
grand entier de même parité que le triplet dans l’intervalle [0, p+ 1] et soit aussi

α(k)−1 := k1! . . . km!(k1 + 1)(k1 + k2 + 2) . . . (|k|+m), k ∈ Nm,

h = |k|+ (m− ∗)/2. Définissons finalement σh,j par les relations

n−1∏
j=0

(z + j + 1
2) =

n∑
j=0

zj σn,j, ∗ = 1,
n−1∏
j=0

(z + j) =
n∑
j=1

zjσn,j, ∗ = 0.

On définit alors le cocycle résiduel comme étant donné par la collection finie des fonction-
nelles multilinéaires et continues φ = (φm)m=∗,∗+2,...,M , φm : A⊗m+1 → C, où

φ0(a0) = τ−1(a0), a0 ∈ A,

et pour m = 1, . . . ,M , a0, . . . , am ∈ A

φm(a0, . . . , am) =

(
√

2iπ)∗
M−m∑
|k|=0

(−1)|k|α(k)
h∑

j=1−∗
σh,j τj−1+∗

(
γa0 da

(k1)
1 . . . da(km)

m (1 +D2)−|k|−m/2
)
.

Pour définir le cocycle résolvant, nous avons besoin d’introduire sur OP∗0, les formes
multilinéaires suivantes :

Définition 7.3.3. Soient m ∈ N, s ∈ R+, r ∈ C et A0, . . . , Am ∈ OPki tel qu’il existe i0
avec Ai0 ∈ OPki0

0 . Pour |k| − 2m < 2<(r), on définit

〈A0, . . . , Am〉m,r,s := 1
2πi τ

(
γ
∫
iR
λ−p/2−rA0Rs(λ) · · ·AmRs(λ) dλ

)
, (7.3.1)

où γ est la Z2-graduation dans le cas pair et l’identité dans le cas impair et

Rs(λ) := 1
λ− (1 + s2 +D2) .

On va maintenant définir les composantes du cocycle résolvant en termes des formes
multilinéaires 〈·, . . . , ·〉m,r,s :

Définition 7.3.4. Pour m = ∗, ∗+ 2, . . . ,M (M est le plus grand entier de même parité
que le triplet dans l’intervalle [0, p+ 1]), on introduit les constantes ηm par

ηm =
(
−
√

2i
)•

2m+1 Γ(m/2 + 1)
Γ(m+ 1) .

Pour <(r) > (1−m)/2, la m-ième composante du cocycle résolvant φrm : A⊗A⊗m → C
est définie par :

φrm(a0, . . . , am) := ηm

∫ ∞
0

sm〈a0, da1, . . . , dam〉m,r,s ds.
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Remarque 7.3.5. C’est grâce aux propriétés des opérateurs pseudo-différentiels modé-
rés, que le cocycle résolvant est bien défini. Plus précisément, on montre que le cocycle
résolvant est continu et prend ses valeurs dans l’anneau Om des fonctions analytiques sur
le demi-plan Hm := {<(z) > (1−m)/2} dans le paramètre r.

En suivant les méthodes de [49] et leurs généralisations au cas semi-fini compact [21,22],
on montre que le cocycle résolvant est bien évidemment un cocycle dans le (b,B)-complexe
réduit en cohomologie cyclique. Plus précisément, on a :

Proposition 7.3.6. [17, Propositions 3.17, 3.19 & 3.20] Soit m = ∗, ∗+ 2, . . . ,M .
1. L’application

φ•m :=
[
(a0, . . . , am) ∈ A⊗(m+1) 7→

[
r ∈ Hm → φrm(a0, . . . , am)

]]
,

envoie continument A⊗(m+1) sur Om.
2. Il existe δ > 0 tel que la cochaîne (φrm)Mm=∗ soit un (b,B)-cocycle réduit de parité ∗

pour A, modulo une fonction holomorphe sur le demi-plan <(r) > (1− p)/2− δ.
3. Si de plus la dimension spectrale est isolée, alors il existe un voisinage ouvert U

du point critique (1 − p)/2, tel que pour tous m = ∗, ∗ + 2, . . . ,M et a0, . . . , am,
l’application [r 7→ φrm(a0, . . . , am)] ∈ Om, possède un prolongement holomorphe sur
U \ {(1 − p)/2} et méromorphe sur U . De plus, le cocycle résiduel est un (b,B)-
cocycle réduit et on a

res
r=(1−p)/2

φrm(a0, . . . , am) = φm(a0, . . . , am).

Finalement, on montre que les cocycles résolvant et résiduel sont dans la même classe
de cohomologie que celle du caractère de Chern en degré M :

Proposition 7.3.7. [17, Theorem 3.29]
1. À un cobord près, le cocycle résolvant est proportionnel au caractère de Chern en

degré M : [
(φrm)Mm=∗

]
=
[
(r − (1− p)/2)−1 ChMFµ

]
,

dans le (b,B)-bi-complex à coefficients dans O0.
2. Si de plus la dimension spectrale est isolée, alors à un cobord près, le cocylce résiduel

coïncide avec caractère de Chern en degré M :[
(φm)Mm=∗

]
=
[
ChMFµ

]
,

De ce résultat découle immédiatement une version du théorème local de l’indice pour
les espaces noncommutatifs semi-finis et localement compacts :

Théorème 7.3.8. [17, Theorem 3.33] Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini, sans
unité, régulièrement sommable, de dimension spectrale p ≥ 1, de parité ∗ = 0 ou ∗ = 1 et
avec A séparable.
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1. Pour tout unitaire u ∈ Mn(A ⊕ C) si ∗ = 1 ou tout projecteur e ∈ Mn(A ⊕ C) si
∗ = 0, on a

〈[u], [(A,H,D)]〉 = −1√
2πi

res
r=(1−p)/2

M∑
m=1, impair

φrm
(
Chm(u)

)
,

〈[e]− [πn(e)], [(A,H,D)]〉 = res
r=(1−p)/2

M∑
m=0, pair

φrm
(
Chm(e)− Chm(πn(e))

)
.

2. Si de plus la dimension spectrale est isolée, on a

〈[u], [(A,H,D)]〉 = −1√
2πi

M∑
m=1, impair

φm
(
Chm(u)

)
,

〈[e]− [πn(e)], [(A,H,D)]〉 =
M∑

m=0, pair
φm
(
Chm(e)− Chm(πn(e))

)
.

Remarque 7.3.9. La partie algébrique de la preuve du théorème précédent est tout
à fait similaire à son analogue du cas semi-fini et compact donné par Carey, Philipps,
Rennie et Sukochev dans [22,23]. La nouveauté de notre approche se trouve dans la partie
analytique de la preuve ; c’est l’introduction de notre calcul pseudo-différentiel adapté au
cas localement compact qui nous a permis de justifier analytiquement les manipulations
algébriques de l’approche donnée dans [22,23].

7.3.1 Une formule du type McKean-Singer
Dans le cas pair, on peut relier notre formule locale de l’indice (Théorème 7.3.8) à une

formule du type McKean-Singer.
Considérons e un projecteur dans Mn(A⊕ C) et posons

De := e(D ⊗ Idn)e+ (1− e)(D ⊗ Idn)(1− e).

Il est facile de construire une homotopie entre D ⊗ Idn et De, de telle sorte que nous
obtenons une égalité en KK-théorie :

[(A,H,D)] = [(Mn(A),H⊗ Cn,De)] ∈ KK0(A,C),

qui implique alors l’égalité entre les applications indices associées :

〈[e]− [πn(e)], [(A,H,D)]〉 = 〈[e]− [πn(e)], [(Mn(A),H⊗ Cn,De)]〉.

Nous aimerions pouvoir utiliser la formule locale de l’indice pour le triplet spectral
(Mn(A),H ⊗ Cn,De). Cependant, il n’y a aucune raison de croire que la propriété de
sommabilité régulière soit préservée par l’homotopie de D ⊗ Idn à De. Par contre, en
définissant Ae comme étant l’algèbre polynomiale en e−πn(e) ∈Mn(A), étant donné que
[De,Ae] = [|De|,Ae] = 0, on voit facilement que (Ae,H ⊗ Cn,De) est un triplet spectral
régulièrement sommable de même dimension spectrale et de même parité que (A,H,D)
et que de plus

〈[e]− [πn(e)], [(Mn(A),H⊗ Cn,De)]〉 = 〈[e]− [πn(e)], [(Ae,H⊗ Cn,De)]〉.
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Comme [De, e] = 0, et en posant φrm,e le cocycle résolvant construit avec De, on voit que
φrm,e(Chm(e)) = 0 pour tout m ≥ 2. En calculant φr0,e(Ch0(e)), le seul terme non nul, on
obtient alors une formule du type McKean-Singer :

Proposition 7.3.10. [17, Theorem 3.35] Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini, pair,
sans unité, régulièrement sommable, de dimension spectrale p ≥ 1 et avec A séparable.
Alors, pour tout projecteur e ∈Mn(A⊕ C), on a

〈[e]−[πn(e)], [(A,H,D)]〉 = res
r=(1−p)/2

1
(r − (1− p)/2)τ⊗trn

(
γ(e−πn(e))(1+D2

e)−(r−(1−p)/2)
)
.

7.3.2 Une formule de flot spectral
Dans le cas impair, on peut relier notre formule locale de l’indice (Théorème 7.3.8) à

une formule de flot spectral.
Rappelons tout d’abord comment est défini le flot spectral dans le cas semi-fini. Pour

cela, posons π : N → N /K(N , τ) la projection sur l’algèbre de Calkin.

Définition 7.3.11. Soit [t ∈ [0, 1] 7→ Ft] une fonction à valeurs dans les opérateurs τ -
Fredholm auto-adjoints de N et continue en norme. Le flot spectral sfτ ({Ft}) est défini
à partir des observations suivantes [73] :

1. La fonction à valeurs dans les projecteurs [t 7→ Pt := 1
2(sign(Ft) + 1)] est typique-

ment discontinue.
2. Par contre, la fonction [t 7→ π(Pt)] est continue en norme dans l’algèbre de Calkin.
3. Si P et Q sont des projections dans N et si ||π(P )−π(Q)|| < 1 alors PQ : QH →

PH est un opérateur τ -Fredholm et donc τ -Index(PQ) ∈ R est bien défini.
4. En partitionnant l’intervalle [0, 1] de telle sorte que ‖π(Pti−1)− π(Pti)‖ < 1, alors

le nombre réel
sfτ ({Ft}) :=

n∑
i=1

τ -Index(Pti−1Pti) ∈ R,

est invariant par homotopie et coïncide avec le flot spectral ordinaire dans le cas
de B(H).

5. Si [t 7→ Dt] est une fonction à valeurs dans les opérateurs de τ -Fredholm non
bornés, c’est-à-dire que pour tout t ∈ [0, 1], FDt := Dt(1 + D2

t )−1/2 est τ -Fredholm
et si [t 7→ Ft] est continu en norme, on définit

sfτ ({Dt}) := sfτ ({FDt}) ∈ R.

Soit maintenant D un opérateur affilié à N , auto adjoint et soit P := χ[0,∞)(D).
Considérons u ∈ N un unitaire tel que [t 7→ Dt := D + tu[D, u∗]] soit à valeurs dans
les opérateurs de τ -Fredholm non bornés, tel que la fonction [t 7→ Ft := FD+tu[D,u∗]] soit
continue en norme et tel que F1 − F0 soit compact. Dans ce cas particulier où les points
extrémaux sont unitairement équivalents, on note le flot spectral de la manière suivante :

sfτ (D, uDu∗) := sfτ ({Dt}) := sfτ ({Ft}).
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Par [19] et [74, Appendix B], on a alors

sfτ (D, uDu∗) = τ -Index(PuP ).

En appliquant cela au cas d’un triplet spectral sans unité, on en déduit facilement le
résultat suivant :

Proposition 7.3.12. [18, Theorem 4.2] Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini, im-
pair, sans unité et soit u ∈Mn(A⊕C) un unitaire tel que [D⊗ Idn, u](1+D2⊗ Idn)−1/2 ∈
K(N , τ). En posant P = χ[0,∞)(D), on a

sfτ⊗tr2n

(
Dµ ⊗ Idn, û(Dµ ⊗ Idn)û∗

)
= Indexτ⊗trn

(
(P ⊗ Idn)u(P ⊗ Idn)

)
.

Si maintenant le triplet spectral (A,H,D) satisfait aux hypothèses du Théorème 7.3.8,
on en déduit aussi :

sf τ⊗tr2n

(
Dµ ⊗ Idn, û(Dµ ⊗ Idn)û∗

)
= 〈[u], [(A,H,D)]〉.

En suivant les arguments de [21, section 5.3] dans le sens opposé, notre formule locale de
l’indice permet de relier le flot spectral à une formule intégrale :

Proposition 7.3.13. [18, Theorem 4.8] Soit (A,H,D) un triplet spectral semi-fini, im-
pair, sans unité, régulièrement sommable, de dimension spectrale p ≥ 1 et avec A sépa-
rable. Alors, pour tout unitaire u ∈Mn(A⊕ C), on a

Indexτ⊗trn

(
(P ⊗ Idn)u(P ⊗ Idn)

)
=

Resz=0

∫ 1

0
τ ⊗ trn

(
u[D ⊗ Idn, u∗]

(
1 + (D ⊗ Idn + tu[D ⊗ Idn, u∗])2

)−p/2−z)
dt .

7.4 Applications aux variétés à géométrie bornée

7.4.1 Un théorème d’Atiyah-Singer
Notre premier exemple d’application du Théorème 7.3.8 est commutatif, sans unité et

l’algèbre de von Neumann N est B(H).

On considère ici :
— (M, g) une variété Riemannienne non-compacte à géométrie bornée [85] ;
— S →M un fibré Hermitien sur M à géométrie bornée [85] ;
— DS un opérateur de type Dirac sur S dans le sens de [46,64].

Notre référence concernant les propriétés des opérateurs différentiels sur les variétés
à géométrie bornée est [85, Appendix 1]. Rappelons qu’un opérateur différentiel sur une
variété à géométrie bornée est dit à coefficients uniformément C∞-bornés, lorsque pour
tout atlas formé de cartes de coordonnées canoniques, les dérivées à tous les ordres de
ses coefficients sont bornées sur le domaine de la carte et que cette borne est uniforme
sur l’atlas. En combinant les résultats de Kordyukov [57] et Greiner [45], on déduit les
propriétés suivantes du noyau de la chaleur :
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Proposition 7.4.1. [17, Proposition 4.2] Soit (M, g) une variété Riemannienne de di-
mension n et à géométrie bornée. Soit aussi DS un opérateur de type Dirac agissant sur
les sections d’un fibré hermitien S à géométrie bornée et soit finalement P un opérateur
différentiel sur S d’ordre α ∈ N, à coefficients uniformément C∞-bornés. Alors, le noyau
KS
t,P (x, y) ∈ Hom(Sx, Sy) de l’opérateur P e−tD2

S , satisfait à :
1. La borne supérieure Gaussienne globale :

∣∣∣KS
t,P (x, y)

∣∣∣
∞
≤ C t−(n+α)/2 exp

(
−

d2
g(x, y)

4(1 + c)t

)
, t > 0,

où | · |∞ est la norme d’opérateur sur Hom(Sx, Sy) et dg est la distance géodésique.
2. L’asymptotique globale : pour tout f ∈ L1(M)∫

M
f(x) tr

(
KS
t,P (x, x)

)
dµg(x) ∼t→0+ t−bα/2c−n/2

∑
i≥0

ti
∫
M
f(x) bP,i(x) dµg(x).

où les fonctions bP,i(x) sont déterminées par un nombre fini de jets du symbole
principal de P (∂t +D2

S)−1.

Soit ∆g le Laplacien scalaire sur M . Pour k ∈ [1,∞] et l ∈ [0,∞), posons W k,l(M)
l’espace de Sobolev des fonctions sur M telles que ‖f‖k,l := ‖∆l/2

g f‖k <∞. Posons aussi
W k,∞(M) := ⋂

l≥0W
k,l(M) et, pour s > n, ks la fonction continue donnée par la trace sur

la fibre Sx du noyau de l’opérateur (1 +D2
S)−s/2 sur sa diagonale :

ks(x) = tr
(
[(1 +D2

S)−s/2]x,x
)
.

Dans les conditions précédentes, on montre :

Proposition 7.4.2. [17, Corollary 4.8 & Proposition 4.9]
1. On a l’identification :

B1(DS, n) ∩ L∞(M) =
⋂
m∈N

L1(M,ks+1/mdµg) ∩ L∞(M).

2. Relativement à (B(L2(M,S)),Tr),
(
W 1,∞(M), L2(M,S),DS

)
est un triplet spectral

régulièrement sommable de dimension spectrale isolée n.

Dans le cas d’une variété à spin et en suivant les méthodes développées par Ponge [75],
on déduit du Théorème 7.3.8, la version suivante du Théorème d’Atiyah-Singer :

Théorème 7.4.3. [17, Corollaries 4.11 & 4.13] Soit (M, g, S) une variété Riemannienne
à spin et à géométrie bornée de dimension n et soit DS l’opérateur de Dirac sur le fibré
des spinneurs.

1. Si n est pair, alors pour tout projecteur e ∈ MN

(
W 1,∞(M) ⊕ C

)
et avec Fµ la

phase de DS,µ ⊗ IdN , on a

Ind(ê Fµ,+ ê
)

= (2πi)−n/2
n
2∑

m=1

(−1)m
(2m)!

∫
M

Ch2m(e) ∧ Â(R)(n−2m).
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2. Si n est impair, alors pour tout unitaire u ∈ MN

(
W 1,∞(M) ⊕ C

)
, avec Pµ =

1
2(1 + Fµ) et P = χ[0,∞)(DS)⊗ IdN , on a

Ind(PuP ) = Ind(PµûPµ)

= −1
(2πi)n+1

2

n−1
2∑

m=0

(−1)m
(2m+ 1)!m!

∫
M

Ch2m+1(u) ∧ Â(R)(n−2m−1).

7.4.2 Le cas des revêtements
Nous allons maintenant donner une version du théorème de l’indice-L2 d’Atiyah dans

le contexte des variétés Riemanniennes à géométrie bornée.

On considère maintenant :
— (M̃, g̃) une variété Riemannienne de dimension n et à géométrie bornée ;
— G un groupe dénombrable agissant librement et proprement sur M̃ par isométries ;
— M := G \ M̃ la variété quotient, possiblement non compacte ;
— DS un opérateur de type Dirac agissant sur un fibré S →M à géométrie bornée.

Remarque 7.4.4. La différence majeure avec le cadre usuel c’est que nous ne supposons
pas ici que la variété M̃ soit G-compacte.

Soit S̃ le relèvement du fibré S sur M̃ . En supposant que l’action de G sur M̃ se
relève aussi en une action de G sur S̃, l’opérateur DS sur S se relèvera en un opéra-
teur G-équivariant D̃S sur S̃. On remarque que l’algèbre commutative W 1,∞(M) agit par
opérateurs bornés sur L2(M̃, S̃) via l’injection

W 1,∞(M)→ Cb(M̃), f 7→ f ◦ q,

avec q : M̃ →M la projection canonique.
Soit NG = G′, le commutant de l’action de G sur L2(M̃, S̃). Étant donné que l’action

de G sur M̃ est libre et propre, on a une identification L2(M̃, S̃) ∼= L2(M,S) ⊗ `2(G)
qui induit une identification d’algèbres de von Neumann NG ∼= B(L2(M,S)) ⊗W ∗(G),
où W ∗(G) est l’algèbre de von Neumann du groupe G. NG est canoniquement munie
d’une trace semi-finie, fidèle et normale τG. Elle est donnée sur les tenseurs élémentaires
T ⊗ U ∈ B(L2(M,S))⊗W ∗(G) par

τG(T ⊗ U) = TrH(T ) τe(U),

où TrH est la trace d’opérateurs sur L2(M,S) est τe la trace usuelle sur W ∗(G) donnée
par l’évaluation au neutre.

Nous sommes en présence de deux triplets spectraux pour l’algèbre commutative
W 1,∞(M) : (W 1,∞(M), L2(M,S),DS), relativement au facteur de type I∞ avec la trace
usuelle et (W 1,∞(M), L2(M̃, S̃), D̃S), relativement à l’algèbre de von Neumann semi-finie
NG et de trace τG. On va montrer que le deuxième triplet spectral est aussi régulièrement
sommable de dimension spectrale n et que les couplages de ces triplets spectraux avec
K∗(W 1,∞(M)), couplages donnés par les applications indice numérique de chaque triplet,
coïncident. Pour cela, nous avons besoin du résultat suivant :
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Proposition 7.4.5. [17, Lemma 4.14 & Proposition 4.16] Soit (M̃, g̃) une variété Rie-
mannienne à géométrie bornée munie d’une action libre et propre d’un groupe dénombrable
G. Soit aussi P un opérateur différentiel d’ordre α et de coefficients uniformément C∞-
bornés agissant sur les sections d’un fibré S à géométrie bornée sur M . Supposons aussi
que l’action de G sur M̃ se relève en une action sur S̃ := q?S et soit alors P̃ l’opérateur
G-equivariant sur S̃ obtenu par relèvement de P . Supposons finalement que

κ := inf
{
dg̃(x̃, h · x̃) : x̃ ∈ M̃, h ∈ G \ {e}

}
> 0.

1. Il existe c, C > 0 telles que pour tout (x̃, x) ∈ M̃ ×M , avec x = q(x̃), on a∣∣∣[P̃ e−tD̃2
S ](x̃, x̃)− [Pe−tD2

S ](x, x)
∣∣∣
∞
≤ C t−(n+α)/2e−c/t.

2. Si de plus f ∈ W 1,∞(M), alors pour <(z) > n, on a l’égalité

τG
(
γ̃c̃(f)P̃ (1 + D̃2

S)−z/2
)

= Tr
(
γc(f)P (1 +D2

S)−z/2
)
,

modulo une fonction entière dans la variable complexe z.

Remarque 7.4.6. La condition κ > 0 est bien évidemment satisfaite dans le cas co-
compact.

On déduit ensuite le résultat suivant :

Théorème 7.4.7. [17, Corollary 4.17 & Theorem 4.18]
1. Relativement à (NG, τG), le triplet spectral (W 1,∞(M), L2(M̃, S̃), D̃S) est régulière-

ment sommable de dimension spectrale isolée n.
2. L’application indice numérique sur K∗(W 1,∞(M)) associée au triplet spectral or-

dinaire (W 1,∞(M), L2(M,S),DS) coïncide avec celle associée au triplet spectral
semi-fini (W 1,∞(M), L2(M̃, S̃), D̃S) et cette dernière est donc à valeurs entières.

7.5 Des exemples noncommutatifs
Nous allons décrire maintenant deux exemples de théorèmes de l’indice obtenus à partir

de notre formule locale de l’indice pour des algèbres noncommutatives et sans unité. Le
premier est de type I∞ et est associé au plan de Moyal, pour lequel un triplet spectral a
été construit dans [38]. Le second est semi-fini et est associé à toute action continue de R
sur une C∗-algèbre munie d’une trace invariante.

7.5.1 Plan de Moyal
Rappelons que le produit de Moyal d’une paire de fonctions dans l’espace de Schwartz

sur R2 est donné par la formule :

f ?θ g(x) := (πθ)−2
∫∫

e
2i
θ
ω0(x−y,x−z)f(y)g(z) dy dz, (7.5.1)
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où θ ∈ R∗ est un paramètre (classifiant les représentations unitaires et irréductibles du
groupe de Heisenberg) et ω0 est la forme symplectique ordinaire de R2 ' T ∗R. Rappelons
aussi que le produit de Moyal est relié à la quantification de Weyl via la relation

OpθW (f)OpθW (g) = OpθW (f ?θ g).

Étant donné que OpθW est une isométrie surjective de L2(R2) sur L2(L2(R)) (l’espace de
Hilbert des opérateurs Hilbert-Schmidt), L2(R2) forme une algèbre pour le produit ?θ.
Rappelons finalement que la sous-C∗-algèbre de B(L2(R2)) engendrée par les opérateurs
de multiplication à gauche au sens du produit de Moyal par des éléments de L2(R2) est
isomorphe à la C∗-algèbre des opérateurs compacts sur L2(R).

Posons

Aθ :=
{
f ∈ C∞(R2) : ∀n ∈ N2, ∃f1, f2 ∈ L2(R2), ∂n1

1 ∂n2
2 f = f1 ?θ f2

}
.

Munie de la topologie associée aux semi-normes ‖f‖1,α := ‖OpθW (∂αf)‖1, α ∈ N2, Aθ
devient une algèbre de Fréchet pour le produit de Moyal, naturellement représentée par des
opérateurs bornés sur L2(R2) et dont la C∗-complétion, Aθ, est isomorphe aux compacts.
En considérant finalement D, l’opérateur de Dirac usuel sur R2, on montre :

Proposition 7.5.1. [17, Corollary 5.6 & Proposition 5.8] Soit θ ∈ R∗.
1. On a l’identification :

B1(D, 2)
⋂
Aθ ' L2(R2) ?θ L2(R2) ' L1

(
L2(R)

)
.

2. Relativement à (B(L2(R2)),Tr), (Aθ, L2(R2),D) est un triplet spectral sans unité,
régulièrement sommable et de dimension spectrale isolée égale à 2.

Remarque 7.5.2. Le résultat précédent affine le Théorème principal de [38].

Soit H := 1
2(x2

1 + x2
2) le Hamiltonien (classique) de l’oscillateur harmonique et soit

a := 2−1/2(x1 + ix2), ā := 2−1/2(x1 − ix2). On pose

fm,n := 1√
θn+mn!m!

ā?θm ?θ f0,0 ?θ a
?θn où f0,0 := 2e−

2
θ
H , m, n ∈ N.

La famille {fm,n}m,n∈N ⊂ Aθ forme une base orthonormale de L2(R2) et satisfait à la
relation d’orthogonalité fm,n ?θ fk,l = δn,k fm,l. En particulier, pour tout ensemble fini
J ⊂ N, PJ := ∑

n∈J fn,n ∈ Aθ est un projecteur. Dans ce cas particulier de projecteurs
appartennant directement à l’algèbre (et non pas à son unitalisation), en posant F =
D(1 +D2)−1/2, on montre facilement que Lθ(PJ)F±Lθ(PJ) est un opérateur de Fredholm
sur L2(R2,C2). En particulier, on n’a pas besoin ici de passer au triplet spectral double
pour définir un indice numérique. En utilisant le Théorème 7.3.8, on montre :

Proposition 7.5.3. [17, Proposition 5.10] Soit θ ∈ R∗. Pour tout sous-ensemble fini J
de N, on a

Index
(
pJF+pJ

)
=
〈
[pJ ], [(Aθ, L2(R2,C2),D)]

〉
= Card(J).

En particulier, l’application indice numérique fournit un isomorphisme explicite entre
K0(Aθ) = K0

(
K(L2(R))

)
et Z.
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7.5.2 Le Théorème de l’indice de Phillips-Raeburn
Nous allons construire maintenant un triplet spectral semi-fini, sans unité et régulière-

ment sommable associé à une action continue de R sur une C∗-algèbre munie d’une trace
invariante.

On considère ici :
— (A, τ) une C∗-algèbre sans unité, munie d’une trace densément définie, fidèle et

semi-continue inférieurement en norme ;
— α : R → Aut(A) une action fortement continue sous laquelle la trace τ est inva-

riante ;
— Aτ := {a ∈ A : τ(|a|) < ∞}, l’idéal de A des éléments à trace, normé par
‖a‖τ := ‖a‖+ τ(|a|) ;

— Les dérivations (partiellement définies) δ sur A et δτ sur Aτ déterminées par α ;
— A∞τ l’espace des vecteurs lisses pour l’action α de R sur Aτ ;
— Hτ l’espace GNS de (A, τ).
Le produit croisé R nα A et la C∗-algèbre A agissent naturellement sur L2(R, Hτ ) '

L2(R)⊗Hτ via les représentations π̃ et π :

π̃(f)ξ(s) =
∫
R
α−s(f(t)) ξ(s− t) dt, π(a)ξ(s) = α−s(a)ξ(s).

Considérons les algèbres de von Neumann :

N := (π̃(Rnα A))′′ ⊂ B(L2(R, Hτ )) , M := A′′ ⊂ B(Hτ ).

La trace τ sur A possède une extension normale τ surM et N est canoniquement munie
d’une trace normale fidèle et semi-finie τ̂ , satisfaisant à la relation

τ̂(π̃(x)∗π̃(y)) =
∫
R
τ̄(x(t)∗y(t))dt,

quels que soient x, y ∈ L2(R, Hτ ) avec π̃(x), π̃(y) ∈ N . Soit finalement D = −1
2πi

d
dt
⊗ Id

agissant sur L2(R) ⊗ Hτ ' L2(R, Hτ ), de telle sorte que D est un opérateur non borné,
auto-adjoint et affilié à N .

En appliquant le Théorème 7.3.8 au triplet spectral (A∞τ , L2(R, Hτ ), D), on retrouve
le Théorème de l’indice de Phillips et Raeburn [74] :
Proposition 7.5.4. [18, Proposition 3.10 & Theorem 3.13]

1. On a l’identificationM∩B1(D, 1) ' Aτ .
2. Relativement à (N , τ̂), (A∞τ , L2(R, Hτ ), D) est un triplet spectral semi-fini, sans

unité, régulièrement sommable et de dimension spectrale isolée égale à 1.
3. En posant P = χ[0,∞)(D), on a pour tout unitaire u ∈Mn(A∞τ ⊕ C) :

τ̂ ⊗ trn-Index
(
(P ⊗ Idn)u(P ⊗ Idn)

)
= − 1

2πi τ ⊗ trn(u∗∂τ (u)).

Remarque 7.5.5. Le cadre de ce paragraphe se généralise naturellement aux actions des
groupes de Lie connexes et unimodulaires sur des C∗-algèbres munies d’une trace inva-
riante. Cette généralisation est à l’étude. Le cas des actions des groupes de Lie compacts
a été traité par Wahl dans [91]. Très récemment, une approche similaire a été développée
par Prodan dans [76], pour des actions de Zd.
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